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Ubung 5: Schwere Probleme

Aufgabe 5-1:

Das Féarben von Graphen gehort zu den schweren Problemen. Eine k-Féarbung eines Graphen
G = (V,E) ist eine Zuordnung f : V — {1,2,...,k} von ,Farben“ (eigentlich Zahlen) zu
Knoten, sodass fiir jede Kante e = {u,v} € E gilt: f(u) # f(v)

(a) Begriinden Sie, warum jeder Graph G = (V, E') mit A(G)+1 vielen Farben geférbt werden
kann, wobei A(G) = max,cy{degs(v)} der maximale Knotengrad im Graphen G ist.

(b) Schreiben Sie einen Backtracking-Algorithmus, der zum gegebenen Graphen G = (V, E)
und der gegebenen Zahl k € N priift, ob der Graph G mit k Farben gefarbt werden kann.

(c¢) Implementieren Sie den Algorithmus aus Teil (b). Testen Sie Ihr Programm fiir einige
Graphen, die im Moodle-Kurs zur Verfiigung stehen. Dort steht auch eine Datenstruktur
Graph bereit, um Graphen in C++-Programmen nutzen zu koénnen.

(d) Der Algorithmus aus Teil (b) 16st das sogenannte Entscheidungsproblem: Ist der Graph
mit k& Farben farbbar? Wie kann der Algorithmus erweitert werden, damit das Optimie-
rungsproblem gelost wird: Bestimme das minimale k, sodass der Graph k-farbbar ist.

(e) Schreiben Sie einen Branch-and-Bound-Algorithmus, der eine optimale Farbung eines
Graphen bestimmt. Vergleichen Sie die Laufzeiten der Algorithmen.

Aufgabe 5-2:

In der Vorlesung wurde eine Losung des 0/1-Rucksackproblems mittels dynamischer Program-
mierung vorgestellt, siehe Algorithmus DYNAMICKP auf Folie 121. Wir hatten die Laufzeit
des Algorithmus mit O(n - G) angegeben. Eine solche Laufzeit nennt man pseudo-polynomiell:
Solange G klein ist im Vergleich zur Anzahl der Objekte, z.B. G < n* fiir einen konstanten Wert
k, dann ist die Laufzeit in O(n*!) und damit polynomiell. Sind allerdings die Gewichtswerte
groB im Vergleich zur Anzahl der Elemente, z.B. G ~ 2", dann ist die Laufzeit in O(n-2") und
somit nicht polynomiell.

Wir wollen nun versuchen, einen Approximationsalgorithmus fiir das 0/1-Rucksackproblem
zu entwickeln. Betrachten Sie zunéchst den folgenden Algorithmus GREEDYKP, der die Idee
aufgreift, die wir beim Bruchteil-Rucksackproblem genutzt haben, das Sortieren der Objekte
anhand Wert pro Gewicht.

1: function GREEDYKP (W, g, G)

2: sortiere die Objekte, sodass wi/g, > ... > wn/g,
3: M:=0

4: wght =0

5: for i :=1ton do

6: if wght + g; < G then

7 M:=MU {Z}

8: wght := wght + g;

9: return M

Betrachten wir ein Maximierungsproblem wie das Rucksackproblem, dann definieren wir zu
einem Algorithmus A den relativen Fehler R4 (1) des Algorithmus zu einer konkreten Eingabe
I als Ra(I) = Ort()/a(r). Dabei ist OPT(I) der Wert einer optimalen Losung zur Eingabe I,
wohingegen A(I) den Wert der durch Algorithmus A berechneten Losung bezeichnet.
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Betrachten Sie die folgende Eingabe I = (), ¢, G) mit

o wy,=g;=1firie{l,....n—1}
e w,=G—1, g, =G mit G =n -k fir ein beliebig grofles k.

Wie grof} ist der relative Fehler fiir Algorithmus GREEDYKP fiir diese Eingabe 17

Aufgabe 5-3:

Betrachten wir noch einmal den Algorithmus DYNAMICKP aus der Vorlesung. Dort haben wir
folgenden Ansatz genutzt: Zu einem festen Gewicht G suche eine Teilmenge S C {1,...,n} der
Objekte, sodass der Gesamtwert ), o wy, maximal wird.

Wir konnen auch einen gegensétzlichen Ansatz wéahlen: Zu einem festen Wert W suche eine
Teilmenge S C {1,...,n} der Objekte, sodass das Gesamtgewicht ), ¢ gr minimal wird. Auch
mit diesem Ansatz kénnen wir das Rucksackproblem losen. Dazu sei

wght(w, 1) := min{ng | ST} > Zw}

keS keS

das minimale Gewicht einer Belegung aus den ersten ¢ Objekten mit Wert mindestens w. Fiir
i = 0 diirfen keine Objekte gewihlt werden. Die Idee hierbei ist, dass wght(w, i) angibt, wie
schwer der Rucksack mindestens sein muss, damit bei einer Auswahl aus den ersten ¢ Objekten
der Gesamtwert w betrigt.

Eine Losung des 0/1-Rucksackproblems ist also der maximale Wert w, sodass wght(w,n) < G
ist. Geben Sie einen Algorithmus DYNAMICKP-2 an, der diese Idee nutzt und mittels dynami-
scher Programmierung arbeitet. Welche Laufzeit hat der Algorithmus?

Aufgabe 5-4:

Die Laufzeit des Algorithmus aus Aufgabe 5-3 kann reduziert werden, wenn die Werte verklei-
nert werden. Sei ¢ eine ,ausreichend grofe* natiirliche Zahl.

function ApPROXKP (W, g, GG)
for i :=1tondo
wy = [i/e]

DYNAMICKP-2(U7, g, G)

Wie grofl kann der relative Fehler bei dem Algorithmus APPROXKP werden? Ist der relative
Fehler beschrankt?

Aufgabe 5-5:

Wir wollen einen Approximationsalgorithmus fiir das metrische Traveling-Salesperson-Problem
entwickeln. Sei G = (V, E,¢) ein vollstédndiger, gewichteter Graph mit einer symmetrischen
Kostenfunktion ¢ : £ — R, wobei zusitzlich fiir alle u,v,w € V die Dreiecksungleichung

c({u, v}) + c({v, w}) = e({u, w}) gilt.
Zunichst berechnen wir einen minimalen Spannbaum 7' fiir G, siehe dazu auch die folgende

Abbildung. AnschlieBend fithren wir auf dem Baum T eine Tiefensuche aus und sei vy,..., v,
die Preorder-Nummerierung der Knoten.
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Die Folge vy, . . ., v,, vy ist eine Rundreise. Wie grof3 kann der relative Fehler bei diesem Vorgehen
werden? Ist der relative Fehler beschrankt? Betrachten Sie dazu die Folge, in der die Knoten
bei der Tiefensuche auf T' besucht werden, im Beispiel also (1,2,3,4,3,5,3,2,6,2,1). Wie lang
ist diese Rundreise im Vergleich zu einer optimalen Rundreise?

Entfernen Sie dann sukzessiv mehrfach vorkommende Knoten aus der Folge. Im Beispiel tritt
der Knoten 3 als erstes zweimal auf. Entfernen wir das zweite Vorkommen des Knotens 3, so
erhalten wir als neue Folge (1,2,3,4,5,3,2,6,2,1). Vergleichen Sie die Lange der alten mit der
neuen Rundreise.

Um zu sehen, dass der obige relative Fehler auch tatséchlich erreicht werden kann, wenden

Sie den Approximationsalgorithmus auf den folgenden Graphen an. Der vollstindige Graph
Ko, = (V,E,c) mit V = {1,...,2n} habe z.B. die folgenden Kosten:

c{i,i+1}) = 1firie{l,...,n—1}
c{i,i+n}) = 1lfirie{l,...,n}

Die Distanzen seien durch die Manhatten-Distanz der Punkte gegeben. Daher gilt also z.B.
auch ¢({1,n}) =n —1 oder ¢({n,n+1}) = n.
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