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Algorithmen und Programme

Welche Eigenschaften interessieren uns?

Korrektheit: Testen kann die Anwesenheit, aber nicht die
Abwesenheit von Fehlern zeigen. (E. Dijkstra)

Laufzeit: Wieviele Operationen werden zur Ausfiihrung des
Algorithmus auf einer idealisierten Maschine benétigt?

Speicherplatz: Wieviel Speicherplatz wird bendtigt?

Kommunikationszeit: Bei parallelen /verteilten Algorithmen
sollen die Prozesse/Threads das eigentliche Problem I6sen und
moglichst wenig Zeit mit Kommunikation vergeuden.

Giite: Manche Probleme sind so schwer, dass sie sich nicht
exakt l6sen lassen bzw. eine exakte Losung zu viel Zeit
benotigen wiirde. Fiir solche Probleme ist man an mdoglichst
guten Losungen interessiert.
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Ubung

Dichtestes Zahlenpaar: Finde aus n reellen Zahlen xq,...,x, € R
das Zahlenpaar x;, x;, i # j, das unter allen Zahlenpaaren den
kleinsten Abstand d(x;, x;) = |x; — x;| hat.

Naiver Algorithmus: Betrachte alle (;’) Paare und bestimme das

dichteste Paar.
n\ n-(n—1) n?—n
2) 2 2

Laufzeit: ©(n?)

Aufgabe: Entwickeln Sie einen effizienten Algorithmus fiir das
Problem. Implementieren Sie lhren und obigen Algorithmus und
vergleichen Sie deren Laufzeiten fiir verschiedene EingabegroBen.
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Aufwandsklassen

Definition: Fiir eine gegebene Funktion g : Ny — Ny bezeichnet
O(g) die Menge der Funktionen f : Ng — Ny, die asymptotisch
hochstens so stark wachsen wie g.

— g ist obere Schranke!

O(g)={f|3ceNTnpeNVn>ny:0<f(n)<c-g(n)}

Wir schreiben:

fir
fir
fir
fiir
fir

falls g(n) =n
falls g(n) = n*
falls g(n) = log(n)
falls g(n) = +/n
falls g(n) = 2"

Wir betrachten nur Funktionen f : Ny — Ny, da sowohl die GroBe
der Eingabe als auch die Anzahl der ausgefiihrten Operationen
eines Algorithmus immer ganzzahlig und nicht-negativ sind.

Effiziente Algorithmen

Einleitung :: Bewertung von Algorithmen

16 / 1138



Aufwandsklassen

Beispiele:

37-n+2-n%€0O(n®)

37-nm3+2-n%€O(n%)

37-nm3+2-n% € O2")

37-n+2-n* € O(n?)

3-n2+42-n-log(n) € O(n?)

139 - n+ 17 - y/n € O(n)

139 n+ 17 - y/n & O(log(n))

0,7-2"+928 . n* € O(2")

- nf+ 1 -n* 4. 4 o € O(n¥) fiir p, .. ., cx konstant

e © 6 6 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

Wir suchen natirlich immer die kleinste, obere Schranke!
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Aufwandsklassen

Definition: Fiir eine gegebene Funktion g : Ny — Ny bezeichnet
Q(g) die Menge der Funktionen f : Ng — Ny, die asymptotisch
mindestens so stark wachsen wie g. — g ist untere Schranke!

Qg)={f|3ceN3IngeNVn>ny:0<c-g(n) <f(n)}
Beispiele:

0 37-n+2-n?cQ(nd)

0 37-n+2-n%€Q(n?)

@ 37-n+2-n%¢Q(n*

@ 3-n%+42-n-log(n) € Q(n?)

@ 139-n+17-/n € Q(n)

@ ¢ nf g -nf T 4L 4 o € Q(nk) fiir o, . .., cx konstant
Wir suchen natiirlich immer die gréBte, untere Schranke!
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Aufwandsklassen

Definition: Fiir eine gegebene Funktion g : Ny — Ny bezeichnet
©(g) die Menge der Funktionen f : Ny — Np, die asymptotisch
genauso stark wie g wachsen.

O(g) ={f[feO(g) N feQg)}
Beispiele:
0 37-n+2.-n%cO(n)
@ 3:-n?+42-n-log(n) € ©(n?)
@ 139-n+417-y/n € O(n)
@ 0,7-2"+928- n* € ©(2")
o ¢, -nf 41 -nkt 4. 4o € O(nk) fiir ¢, . .., cx konstant
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Aufwandsklassen

Beispiele:
6n3 +2n? + 7n — 10 c0(n?) e€Q(n) €06(n)
n? log(n) ¢O0(n?) €Q(n’) ¢0(n?)
n* fiir k >0 und ¢ > 1 cO(c") ¢Q(c") €0(c
logk(n) fiir k >0 €eO(n) &Q(n) &06(n)

In der Mathematik findet man Aussagen der Art

1 1
Leo(?)

Bei der Laufzeitanalyse von Algorithmen kommen monoton fallende
Funktionen nicht vor, da Algorithmen bei gréBerer Eingabe nicht
kiirzer laufen. Obwohl es Einbriiche bei der Laufzeit geben kann.
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Aufwandsklassen

In der Regel bestehen Algorithmen aus verschiedenen Teilen, die
unterschiedliche Laufzeiten haben. Um die Laufzeit des gesamten
Algorithmus angeben zu konnen, bendtigen wir Rechenregeln.

Ubung: Beweisen Sie die folgende Aussage.
Vg : Ng — Ng Vf € O(g) Ve € N gilt:

o f+ c € O(g): Fiihre eine Prozedur und eine konstante Anzahl
von Operationen aus.

e f-c € O(g): Fiihre eine Prozedur c-mal aus.

Dabei soll f + ¢ die Funktion ' : Ng — Ng mit f'(n) := f(n) + ¢
bezeichnen. Analog sei f - ¢ als f”’(n) := f(n) - ¢ definiert.

Wir gehen davon aus, dass die Funktionen nicht monoton fallend
sind, sondern Laufzeiten von Algorithmen beschreiben.
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Aufwandsklassen

Ubung: Beweisen Sie die folgende Aussage.
Vgi,8 : Nog = Ng Vi € O(g1) Vh € O(g) gilt:

o fi+ f, € O(g1 + &): Fiihre zwei verschiedene Prozeduren
hintereinander aus.

o fi-fh € O(g1-g2): Eine Prozedur mit Laufzeit f, wird jeweils
innerhalb einer Schleife aufgerufen, wobei der Schleifenrumpf
die Laufzeit f; hat.

Dabei bezeichnet

e fi + f, die Funktion f' : Ng — Ny mit '(n) := fi(n) + f2(n)
@ und f1 - f die Funktion f”(n) := fi(n) - f2(n).
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Aufwandsklassen

Wichtige Aufwandsklassen:

O(1) konstant O(n?) quadratisch
O(log(n)) logarithmisch O(n®)  kubisch
O(logh(n)) poly-logarithmisch  O(n¥)  polynomiell
O(n) linear O(2") exponentiell
O(n - log(n))

Frage: Warum geben wir bei der logarithmischen Laufzeit keine
Basis des Logarithmus an?
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Aufwandsklassen

Ubung: Beweisen Sie folgende Inklusionen.

O(1) € O(log(n)) € O(log?(n)) € O(V/n)
c O(n) € O(n-log(n)) € O(n?) C O(n*) C O(2")

Zur Erinnerung:

d 1 d 2 -In(x)
— 1 == — In’(x) =
dx n(x) X dx (x) X
_ =k _ = — = — = —
dx X dx\/; a TN 2\/x
iex — X
dx
d X d c\x __ d cX _ _CX _ c\x _ Ax
52 = a(e > = 5 == (e°) - In(2) =2*-1In(2)
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Aufwandsklassen

Weitere Rechenregeln:

e fe0(g) = f+g€0(g)
e feO(g)NgeOh) = feO(h)

o fiir festes k € N gilt ©(log(n*)) = ©(log(n)).
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Aufwandsklassen

Oft bendtigen wir asymptotische Aufwandsabschitzungen fiir
mehrstellige Funktionen:

@ naive Textsuche: verschiebe ein Muster der Lange m {iber
einen Text der Lange n und priife stellenweise auf Gleichheit.
Dabei ergibt sich als Laufzeit (n — (m — 1)) - m.

@ Bei der Tiefensuche auf einem Graphen mit n Knoten und m
Kanten ergibt sich eine Laufzeit, die von n und m abhangt.

Wir erweitern daher die GroB-O-Notation auf zweistellige
Funktionen g : N% — Np.

O(g)::{ f: N3 — Np

dceNdnp e NVx,y e N:
X,YZ’TO = f(va)SC'g(me)
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Komplexitatsmale

Man unterscheidet die Laufzeit

@ im besten Fall (best case),
@ im Mittel (average case) und

@ im schlechtesten Fall (worst case).

Auf den nichsten Folien: Lineare vs. binare Suche.

] Algorithmus H best case \ average case \ worst case ‘
Lineare Suche O(1) O(N) O(N)
Binare Suche 0(1) O(log(N)) | O(log(N))
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Worst-Case Komplexitat

Definition: (Worst-Case Komplexitat)
W,,: Menge der zuldssigen Eingaben der Linge n.
A(w): Anzahl Schritte von Algorithmus A fiir Eingabe w.

Worst-Case Komplexitat (im schlechtesten Fall):
Ta(n) =sup{A(w) | w e W,}

ist eine obere Schranke fiir die maximale Anzahl der Schritte, die
Algorithmus A bendtigt, um Eingaben der GroBe n zu bearbeiten.
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Worst-Case Komplexitat: Beispiel

Lineare Suche: Binare Suche:
LTI IIIITITIITT] (T T I I T T TITTT]
EEEEEEEEEEEEEE H\mﬁm““
LTI | Hﬁ‘\‘\““/‘/“\‘\“h‘g‘m
----- /N é\ /N \
- DooDoDoDoo

Zum Vergleich:

N log(N)

1.000.000 20
1.000.000.000 30
1.000.000.000.000 40
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Average-Case Komplexitat

Definition: (Average-Case Komplexitat)
W,,: Menge der zuldssigen Eingaben der Linge n.
A(w): Anzahl Schritte von Algorithmus A fiir Eingabe w.

Average-Case Komplexitat (erwarteter Aufwand):

= 1
TA(") = |Wn| ’ Z A(W)

we Wn

ist die mittlere Anzahl von Schritten, die Algorithmus A bendtigt,
um eine Eingabe der GroBe n zu bearbeiten.

Wir setzen hier und im Verlauf dieser Veranstaltung eine
Gleichverteilung voraus. — arithmetischer Mittelwert
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Average-Case Komplexitat: Beispiel

Lineare Suche:

Kosten:
erwartete Kosten:

2=

..., N Vergleiche
(1+24+3+...+N)

IN@+N) ]

I/N @+N-1) []

I/N (3+N-2) | |

1
N

Effiziente Algorithmen
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1 N(N+1) N+1
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Average-Case Komplexitat: Beispiel

Binare Suche:
Kosten: 1,...,log(N) Vergleiche
Vereinfachung: N=2x-1
erwartete Kosten: 4 - (1-1+2-2+4-3+

2Tl X)

Nt PP

=2 [T

e R0 D 0

log(N)

wed B AB O G by

Effiziente Algorithmen
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Average-Case Komplexitat: Beispiel

Behauptung:

X

il =(x—1)-27+1

i=1

Beweis mittels vollstdndiger Induktion:

ILA. x = 1: |
1.2=-1.1=1=0-2'+1=1
I.S. x - x+1:
x+1 ) X )
it = NP2 4 (x+1) -2
i=1 i=1

1<

(x—1)- 241 + (x+1)-2
2x-2X4+1=x-2"1 11
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Average-Case Komplexitat: Beispiel

Aus der Annahme N = 2% — 1 folgt: log,(N + 1) = x
Somit ergibt sich:

%-Zil“l %-[(x—l)-2x+1]
i=1
= 1 [(logy(N +1) ~ 1) - (N +1) + 1]
= 5 IV 1) - ogy(N 4 1) — V]

Q

logo(N + 1) — 1 fiir groBe N

Im Mittel verursacht binires Suchen also nur etwa eine
Kosteneinheit weniger als im schlechtesten Fall.
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Average-Case Komplexitat

Fragen / Probleme:

@ Woriiber bildet man den Durchschnitt?

@ Sind alle Eingaben der Liange N gleich wahrscheinlich?
oder: Binomial-, Normal-, Poissonverteilung?

@ Technisch oft sehr viel schwieriger durchzufiihren als die
worst-case Analyse.

Murphys Gesetz: Alles was schiefgehen kann, wird auch
schiefgehen! Fiir uns heiBt das: Immer wenn ich das Programm
ausfiihre, warte ich ewig.

Average-Case Untersuchungen sind ungeeignet fiir kritische
Anwendungen, bei denen maximale Reaktionszeiten garantiert
werden miissen!

— Vorlesung Echtzeitsysteme
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Komplexitatsmale

Warum worst-case Komplexitat?

@ Obere Schranke der Laufzeit: Wir kdnnen uns sicher sein, dass
das Programm nach einer gewissen Zeit fertig ist.

@ Der schlimmste Fall kommt bei manchen Algorithmen oft vor,
z.B. beim Suchen nach Daten, die in einer Datenbank nicht
vorhanden sind.

@ Der durchschnittliche Fall ist oft fast genauso schlecht wie der
schlimmste Fall.
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Ubersicht

Einleitung

Bewertung von Algorithmen
Berechenbarkeitstheorie

°
°
o Komplexitatstheorie
°

Exakte Algorithmen fiir schwere Probleme
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Vorbemerkungen

Definition: Ein Alphabet ist eine endliche, nichtleere Menge von
Zeichen (Symbole oder Buchstaben genannt).

Definition: Endliche Folgen (x1,...,xx) mit x; € A heiBen Woérter
der Lange k liber dem Alphabet A.

Definition: Die Menge aller Worter iiber einem Alphabet A wird
mit A* bezeichnet. Das leere Wort wird durch das Symbol €
dargestellt.

Eine Teilmenge von A* wird als Sprache bezeichnet.

Satz: Die Menge A* aller Woérter iiber einem Alphabet A ist
abzahlbar.

Beweis: — Ubung
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Rechenmodelle

Random Access Machine (RAM) (Registermaschine)

fester Befehlssatz: read, write, add, sub, goto, if goto, ...

abzdhlbar unendlich viele Speicherzellen Ry, R1, Ro, . ..
spezielles Register Ry fiir Arithmetik — Akkumulator

spezielle Register fiir Eingabe

spezielle Register fiir Ausgabe

| Eingaberegister

Programm |
b Ry |~
Befehls— Akku-
zahler mulator

Ry

Ry

Rj

Ry

Effiziente Algorithmen
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Registermaschine

einige Befehle:

@ READ: Ry := head(e), e := tail(e), b:=b+1
@ WRITE:a:=a® Ry, b:=b+1

@ ADDR;:Ry:=Ry+ R, b:-=b+1

@ ADDi:Ry:=Ry+i, b:=b+1

@ LOAD Ri: Ry:=R;, b:=b+1

o ILOAD Ri: Ry :=Rg,, b:=b+1

KostenmalBe:

@ uniform: Anzahl der ausgefiihrten Befehle bzw. der benutzten
Speicherzellen.

@ logarithmisch: Berliicksichtige die bindre Lange der benutzten
Operanden bei den jeweiligen Befehlen.
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Registermaschine

Beispiel: ggT(x,y) berechnen, zu Beginn Ry = x, Ry =y

Zeile  Anweisung Kommentar

1: LOAD (ACC FROM) Ry Ry =R

2: STORE (ACCTO) Rs R;:= Ry

3: SUB R, (FROM ACC) Ry =Ry— R

4. JLZ 6 jump to Z6 if Ry < 0
5. STORE (ACC TO) Rs Ry =Ry

6: LOAD (ACC FROM) R, Ry = Ry

7: STORE (ACCTO) Ry Ri:=Rp

8: LOAD (ACC FROM) Rs Ro = R3
10: JUNEZ1 jump to Z1if Ry #0
11: HALT

Am Ende steht das Ergebnis in R;.
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Registermaschine

Veranschaulichung: Zu Beginn gelte Ry = x und Ry = y.

;‘ go : gl } Rs = x als Pseudo-Code:

. 3 = 0

3. R() = R() - R2 . repeat

4. Z6if Ry <0 } Z6falls x —y <0 .tf::i )

5. R3Z:R0 —>R3Z:X—y ! Xt—-_yt_en
6. Ro = R2 Rl =y =Xy
I Ry =Ry ' Xi=Yy

8. Ry := R;3 L yi=t

9. Ry = Ry } Ry :=Rs until t =0

10, Z1ifRy#0 —Z1,fallsx#y
Sobald Zeile 9 abgearbeitet ist, gilt

o ggT(x,y) =ggT(y, x —y), falls x > y ist,
@ andernfalls gilt ggT(x,y) = ggT(y, x).
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Rechenmodelle

Feststellung: Die RAM 3hnelt unseren heutigen Computern und
entspricht intuitiv unserem Berechenbarkeitsbegriff:

Eine Funktion f : N¥ — N st berechenbar, falls es ein
RAM-Programm p gibt, so dass gilt: p berechnet m zur
Eingabe n1, ..., ny genau dann wenn f(ny,...,ng) = m.

Anmerkung: Anstelle eines RAM-Programms kdnnen wir auch ein

Programm in einer hoheren Programmiersprache wie C/C++, Java

oder Python verwenden, da diese Programme durch einen Compiler
in Assembler-Code umgesetzt werden.

Die folgenden Beispiele sind dem sehr empfehlenswerten Buch von
Uwe Schoning entnommen: Theoretische Informatik — kurzgefasst.
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Rechenmodelle

Ubung: Ist folgende Funktion berechenbar?

1, falls die Dezimalbruchentwicklung von
f(n) = mit n beginnt
0, sonst

Beispiel: £(314) = 1, £(31417) = 0, f(31415) = 1
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Rechenmodelle

Ubung: Ist folgende Funktion berechenbar?

1, in der Dezimalbruchentwicklung von
g(n) = kommt irgendwo n vor
0, sonst
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Rechenmodelle

Ubung: Ist folgende Funktion berechenbar?

1, die Dezimalbruchentwicklung von w
h(n) = enthilt irgendwo n-mal hintereinander eine 7
0, sonst
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Rechenmodelle

deterministische unendliches Band
Turing-Maschine Jofojofalb[e[#]o] t]l1] o]o]a] -

( dTM ) ’—‘ Schreib—Lesekopf

endliche
Kontrolleinheit

@ Das potentiell unendliche Band ist in Felder unterteilt.

@ Jedes Feld kann ein einzelnes Zeichen des Arbeitsalphabets
der Maschine enthalten.

Auf dem Band kann sich der Schreib-Lesekopf bewegen.

@ Nur das Zeichen, auf dem sich dieser Kopf gerade befindet,
kann im momentanen Rechenschritt verandert werden.

@ Der Kopf kann in einem Rechenschritt nur um maximal eine
Position nach links oder rechts bewegt werden.

@ Noch nicht besuchte Felder enthalten das Blank-Symbol 0.
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deterministische Turingmaschine

Formal: Eine Turingmaschine M ist gegeben durch ein 7-Tupel
M= (Z,X,T,0,2,0E).

o Z ist die Zustandsmenge.

@ X ist das Eingabealphabet.

o [ ist das Ausgabealphabet mit ¥ C T.

©0:ZxT = ZxT x{L N,R} ist die partielle Ubergangs-
funktion, die (u.a.) fiir keinen Wert aus E x I' definiert ist.
zg € Z ist der Startzustand.
O ist das Blank-Symbol.

(]

E C Z ist die Menge der akzeptierenden Endzustidnde.
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deterministische Turingmaschine

Informal bedeutet 6(z, a) = (Z/, b, x) folgendes:

Wenn sich Maschine M

@ im Zustand z befindet und

@ unter dem Schreib-Lesekopf das Zeichen a steht,
dann

@ geht M im nichsten Schritt in den Zustand Z’ iiber,
@ schreibt auf den Platz von a das Zeichen b auf das Band

@ und fiihrt danach die Kopfbewegung x € {L, N, R} aus mit L
fiir links, N fiir neutral (stehenbleiben) und R fiir rechts.
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deterministische Turingmaschine

Definition: Eine Konfiguration az3 ist eine Momentaufnahme der
Turingmaschine.
@ «af € " ist der nicht-leere, schon besuchte Teil des Bandes.
@ Der Schreib-Lesekopf steht auf dem ersten Zeichen von S.

@ z ist der Zustand, in dem sich die Maschine befindet.
Definition: Startkonfiguration zgx

@ Die Eingabe x € ¥* steht schon auf dem Band.

@ Der Schreib-Lesekopf steht auf dem ersten Zeichen der
Eingabe x.

@ Die Maschine ist im Startzustand zj.

Ubung: Geben Sie eine Turingmaschine an, die auf eine Eingabe,
interpretiert als Binarzahl, eine 1 hinzu addiert.
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deterministische Turingmaschine

Definition: Die von einer Turingmaschine M akzeptierte Sprache
ist wie folgt definiert:

TIM)={xeX"| zox+——azf;a,Bl";z€ E}

Dabei bedeutet zox —— a.z3, dass die Maschine ausgehend von
der Startkonfiguration zpx nach endlich vielen Schritten eine
Konfiguration azf3 erreicht und halt.

Beachte: Fiir ein x ¢ T(M) darf die Maschine M in eine
Endlosschleife gehen!

Definition: L C X* heiBt rekursiv aufzdhlbar, wenn es eine dTM
gibt, die L akzeptiert.
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deterministische Turingmaschine

Definition: Falls M die Sprache L akzeptiert und fiir alle x € ©*
hilt, so entscheidet M die Sprache L.

L C ¥* heiBt entscheidbar oder auch rekursiv, wenn es eine dTM
gibt, die L entscheidet.

Ubung: Geben Sie eine Turingmaschine an, die L = {0"1" | n > 1}
entscheidet.
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deterministische Turingmaschine

Satz: Die Klasse der rekursiven Sprachen ist abgeschlossen gegen
Komplementbildung.

Beweisidee: Sei M = (Q,X,T,0, go, 0, F) eine dTM, die L
entscheidet.

Folgende dTM M akzeptiert L:
I\_/I = (Q ) {q*}v Za r7 57 qu D7 {q*})

o Die akzeptierenden Endzustinde von M sind bei M nicht
akzeptierend.

o Stattdessen gibt es bei M einen neuen akzeptierenden
Endzustand g*.

@ ¢ ist definiert wie 4, enthalt aber Zusatzregeln: Falls M im
Zustand g € F hilt, geht M erst in den Zustand ¢* und hélt
dann.
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deterministische Turingmaschine

Satz: Eine Sprache L ist entscheidbar, genau dann wenn L und L
rekursiv aufzahlbar sind.

Beweisidee:
— Da L entscheidbar ist, ist auch L entscheidbar.

AuBerdem gilt: Jede entscheidbare Sprache ist insbesondere
rekursiv aufzahlbar.

« Seien M; und M, die TMs, die L bzw. L akzeptieren.

Die dTM M fiihrt jeweils einen Schritt von M; und M, aus
und hilt, falls eine der beiden Maschinen hilt. M akzeptiert,
falls My akzeptiert, und verwirft, falls M, akzeptiert.
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deterministische Turingmaschine

KostenmaBe:

o Laufzeit: Die Anzahl ausgefiihrter Konfigurationsiibergange.
@ Speicherplatz: Die maximale Lange einer Konfiguration
wahrend einer Rechnung.

Programmiertechniken fiir Turingmaschinen:

@ Im Zustand merken.
@ Nutzen mehrerer Spuren.
@ Nutzen mehrerer Bander.

@ Unterprogramme.
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deterministische Turingmaschine

Im Zustand merken: Man kann eine von endlich vielen
Informationen aus einer endlichen Menge A speichern, indem man
sie sich ,,im Zustand merkt". Dazu ersetzt man @ durch Q x A.

Beispiel: Wir wollen testen, ob bei Eingabe xi...x, € T der
Buchstabe x1 in x5 ... x, vorkommt. Wir merken uns x; im
Zustand.

Seil =X U{oO}, Q =({qg0} x X)U{qo,q1}, Startzustand qo,
F={a}.

5(qo, a) = ([qo,a],a,R) VaecX
d([qo,a],a) = (q1,a,N) VYae X
5([q07 3]7 b) = ([q07a]7 b, R) Va,beX,a 7é b
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deterministische Turingmaschine

Nutzen mehrerer Spuren: Um auf k Spuren unterschiedliche
Worte schreiben zu kénnen, benutzen wir als Bandalphabet

anstatt .
E R | K
M A G
L E N A
/]\

Im obigen Beispiel ist k = 3, der Bandinhalt der Kopfposition ist
[RAE] € {A,...,Z}3

Anwendung dieser Technik im Beweis zu folgendem Satz:
Satz: Jede t(n)-zeit-, s(n)-platzbeschrinkte k-Band-dTM kann

durch eine 1-Band-dTM in Zeit O(t(n) - s(n)) auf Platz O(s(n))

simuliert werden.
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deterministische Turingmaschine

k-Band-d TM: Eine k-Band Turingmaschine hat nicht nur ein
Band und einen Kopf, sondern k Bander mit je einem Kopf.

o Die Ubergangsfunktion ist von der Form
§:QxTk o Q@xTkx{R, L N}

@ Zu Beginn steht die Eingabe auf Band 1, sonst stehen iiberall
Blanks.

@ Die Arbeitsweise ist analog zu 1-Band-dTMs definiert.

Mehrband-dTM verwenden wir um Unterprogramme zu realisieren
(siehe dazu nichsten Abschnitt).

Ubung.’ Geben Sie jeweils eine 1-Band- und eine 2-Band-dTM an,
die die Sprache {wwR | w € {0,1}*} entscheidet.
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deterministische Turingmaschine

Beweis: Sei k die Anzahl der Bander und I' das Arbeitsalphabet
von M. Wir unterteilen das Band von M’ in 2k Spuren, so dass
eine Konfiguration von M

: \al\%ma4\%\%\%\%\

oy [by [bs [by [bs o HgLHbS‘ T M

afelalalslalw
T

simuliert wird durch:

%2 83| 84| 85| 3| 7| &

by |[by by | by | bs | bg |bg|bg| M

cilegleg|ey|cs|cglcr|cg

g

Effiziente Algorithmen Einleitung :: Berechenbarkeitstheorie 75 / 1138



deterministische Turingmaschine

Als Arbeitsalphabet von M’ wihlen wir I’ =T U (I U {x})3~.

M’ simuliert einen Schritt von M wie folgt:

@ Der Kopf von M’ steht zu Beginn des Simulationsschrittes
links von allen x-Marken.

@ M’ durchliuft das Band bis alle x-Marken iiberschritten
wurden und merkt sich die von M’ gelesenen Zeichen an den
*-Positionen im Zustand. Dazu wird nur ein endlicher
Speicher benétigt, also Q@' = Q x (M x Q)).

@ Nun weiB M’, welche Zeile der §-Funktion von M anzuwenden
ist.

o M’ l3uft wieder nach links iiber alle x-Marken hinweg und
fiihrt alle entsprechenden Anderungen aus (Anderung der
Inschriften auf ungeraden Spuren und Versetzen der x-Marken)
und merkt sich den neuen Zustand von M im Zustand.
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deterministische Turingmaschine

Unterprogramme: - hier nur fiir Mehrband-dTM -

@ Eine Teilmenge von Zustanden, die fiir das UP reserviert sind.

@ Das UP wird von einem bestimmten Zustand der dTM
aufgerufen.

@ Die zu ilibergebenden Daten werden auf ein fiir UPe
reserviertes Band der dTM kopiert.

@ Das UP arbeitet nur auf diesem Band und das Ergebnis der
Berechnung wird am Ende des UPs auf andere Bander der
dTM kopiert, um fiir weitere Berechnungen zur Verfiigung zu
stehen.

@ Die Maschine geht nach Beendigung des UPs in einen
Zustand iiber, der nicht zur Menge der fiir das UP reservierten
Zustande gehort.

Beispiel: In der Turingmaschine fiir die Sprache L = {0"1" | n > 1}

konnen die Zustande zy, z; als UP aufgefasst werden.
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deterministische Turingmaschine

Satz: dTMs und RAMs kénnen mit polynomiellem Zeitverlust
gegenseitig simuliert werden.

Beweisidee: Schalte mehrere Turingmaschinen hintereinander.

Ml = (Zl7 27 rla 51) 71, 0O, El) und M2 = (Z27 Za F2,52,22, o, EZ)
seien zwei Turingmaschinen. Dann bezeichnet

start — My — M, — stop

eine neue TM M = (Z; U Z,,%,T1 UT,0,0, Ez) wobei

@ 0.BdA. Z1NZ, =0 und
o 6:51U52U{(ze,a,22,a,N)|ze€ El,ael’l}
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deterministische Turingmaschine

Beweisidee: (Fortsetzung)

@ Bezeichne Band := Band + 1 unsere Addiermaschine.

@ Daraus bauen wir eine k-Band TM Band_i := Band_.i + 1,
bei der die Aktionen nur auf Band i ablaufen und alle anderen
Bander unverandert bleiben.

@ In 3hnlicher Weise kdnnen wir Maschinen konstruieren fiir:

@ Band.i := Band.i - 1
@ Band.i := 0

o Band_i := Band_j

@ Band_i = 07

@ Wir konstruieren eine TM, die vom Endzustand z,, von M
nach Mj iibergeht und von z, aus nach M, (Verzweigung):

Zey My — stop

Ze,” My — stop

start — M
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deterministische Turingmaschine

Beweisidee: (Fortsetzung)
@ Wir konnen auch Schleifen realisieren:

Band_i = 0?

L Jn

Man erkennt, dass wir einfache Programmiersprachen-dhnliche
Konzepte mit einer Mehrband-TM simulieren kdnnen:

start stop

@ Die Bandinhalte konnen als Variablenwerte angesehen werden,
@ es gibt einfache Wertzuweisungen,
@ die Hintereinanderausfiihrung von Programmen ist moglich,

@ Verzweigungen und Schleifen kdnnen programmiert werden.
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deterministische Turingmaschine

Churche These (1936): Die im intuitiven Sinne berechenbaren
Funktionen sind genau die, die durch Turingmaschinen berechenbar

sind.

@ Church: A-Kalkiil
@ Kleene: p-Rekursion
@ Markov: Markov-Algorithmen

Alle vorgeschlagenen Formalisierungen von Berechenbarkeit sind
dquivalent zur Berechenbarkeit durch eine Turingmaschine.
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Rechenmodelle

nichtdeterministische Turing-Maschine (nTM)

@ Eine nTM besitzt anstelle der Ubergangsfunktion eine
Ubergangsrelation, d.h. jede Konfiguration hat mehrere
mogliche Nachfolgekonfigurationen.

Daher sind bei einer festgelegten Maschine und einer
festgewahlten Eingabe mehrere Resultate moglich.

@ Eine nTM akzeptiert eine Eingabe gdw. es existiert eine
Berechnung von der Startkonfiguration in eine akzeptierende
Endkonfiguration.

Ubung: Geben Sie eine (2-Band) nTM an,
o die alle geradlangigen Palindrome iiber dem Alphabet {0,1}
erkennt, also die Sprache L = {ww® | w € {0,1}*} akzeptiert.
o die die Sprache L = {ww | w € {0,1}*} akzeptiert.
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nichtdeterministische Turingmaschine

Der folgende Satz zeigt, dass der Berechenbarkeitsbegriff durch
den Nichtdeterminismus nicht erweitert wird!

Satz: Eine polynomiell zeitbeschriankte nTM kann durch eine
exponentiell zeitbeschrankte dTM simuliert werden.

Beweis: — Ubung
zur Erinnerung:
@ Fiir eine Menge M ist P(M) :={A| AC M} die
Potenzmenge von M.
@ Beispiel: Fiir M = {1, 2,3} ergibt sich
P(M) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}. {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}
o Fiir eine natiirliche Zahl n bezeichnet [n] die Menge
{1,2,3,...,n}.
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Berechenbarkeitstheorie

Satz: Es gibt Funktionen f : {0,1}* — {0,1}, die nicht durch ein
C-Programm berechenbar sind.

Beweisidee:

@ Die Menge P der C-Programme ist abzadhlbar unendlich:
endlicher Text iiber einem endlichen Alphabet A.

@ Jedes Programm berechnet genau eine Funktion:
f: A* — A* U {Programm hilt nicht}

@ P ist abzihlbar, die Menge F = {f : {0,1}* — {0,1}} ist
tiberabzahlbar.

= Es existiert ein f € F das nicht von einem Programm aus P
berechnet wird.

Frage: Warum ist F iiberabzahlbar?
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Universelle Turingmaschinen

Bisher: Special Purpose Machines I6sen nur genau ein Problem.

Wie kénnen wir programmierbare (universelle) Computer
darstellen? Das Programm soll dabei eine Beschreibung einer
special purpose machine sein.

Godelnummer: Sei M eine 1-Band-dTM mit Q = {q1,...,9m},
Y ={0,1} und I = {0,1,0}.
Sei X1=0, Xo=1, X3=0, D1=L, D,=R, D3=N.
Codiere 6(qi, X;) = (qk, Xi, Dm) durch 0'10/1010/10™.
d ist eine endliche Funktionstabelle, daher sei Code; die Codierung
der t-ten Zeile, 1 < t < g. Die Gédelnummer von M ist
(M) = 111Code;11Codey11Codes . .. 11Code, 111

wobei g < m-|I'| die GréBe von § ist.
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Universelle Turingmaschinen

Definition: Eine TM My heiBt universell, falls fiir jede
1-Band-dTM M und jedes x € {0,1}* gilt:

o My gestartet mit (M)x halt genau dann, wenn M gestartet
mit x halt.

o Falls M gestartet mit x halt, berechnet My gestartet mit
(M)x den gleichen Output wie M gestartet mit x.

@ Insbesondere akzeptiert My den Input (M)x genau dann,
wenn M den Input x akzeptiert.

Satz: Es gibt eine universelle 2-Band-dTM, die jede t(n)-zeit- und
s(n)-platzbeschrankte 1-Band-dTM in Zeit O(t(n)) auf Platz
O(s(n)) simuliert.

Die Lange des Programms, also die Lange von (M), wird in der
GroB-O-Notation als Konstante angenommen.
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Universelle Turingmaschinen

Beweisidee Teil 1. Codierung einer Konfiguration

Eine Konfiguration aq;X;3 von M wird von My wie folgt codiert:
o Auf Band 1 steht (M) und der Zustand g;, codiert durch 0'.
o Auf Band 2 steht die Bandinschrift aX;3 von M.
@ Der Kopf von Band 2 steht auf X;.

Zu Beginn gilt:

@ Auf Band 2 steht die Eingabe x, der Kopf befindet sich auf
dem ersten Zeichen von x.

@ Der Startzustand ist auf Band 1 notiert.
Am Ende gilt:

@ Halte, falls keine Nachfolgekonfiguration existiert.

o Akzeptiere, falls der akzeptierende Endzustand von M auf
Band 1 hinter (M) steht.
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Universelle Turingmaschinen

Beweisidee Teil 2: Simulation eines Schrittes
Die TM M befinde sich in der Konfiguration aq;X;/3:

@ Suche auf Band 1 in (M) die Zeichenreihe 110710/, also den
Anfang der Codierung des Ubergangs o(qi, Xj).
e j € {1,2,3} kann im Zustand gespeichert werden.
@ 0" wird durch Vergleich mit der Codierung von ¢;=0" auf Band
1 gefunden. (Warum g; nicht im Zustand speichern?)

o Lese die dahinterstehende Zeichenreihe der Form 10K10/10™.

o Ersetze die Codierung 0’ von g; auf Band 1 durch 0%, also
durch die Codierung des neuen Zustands g.

@ Speichere die Information / und m iiber den auszufiihrenden
nachsten Schritt im Zustand: ,,Uberschreibe die Zelle der
Kopfposition mit X; und bewege den Kopf gemaB D,,".

@ Verdndere Band 2 entsprechend dem im Zustand
gespeicherten Befehl.
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nicht berechenbare Probleme

Definition: Die Diagonalsprache DIAG ist wie folgt definiert:
DIAG = {(M) | M ist dTM, die (M) nicht akzeptiert}

Satz: DIAG ist nicht rekursiv aufzihlbar.

Bewels durch Widerspruch. )
Angenommen, die dTM M akzeptiert D/Ag, also: M akzepEiert X
genau dann wenn x € DIAG. Was macht M mit Eingabe (M)?

o Fall 1:
o (M) € DIAG = M akzeptiert die Eingabe (M) nicht.
o M akzeptiert DIAG = M akzeptiert (M), wenn (M) € DIAG;
ein Widerspruch.
o Fall 2:
o (M) & DIAG = M akzeptiert die Eingabe (M).
o M akzeptiert DIAG = M akzeptiert (M) nicht, wenn
(M) ¢ DIAG; ein Widerspruch.
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nicht berechenbare Probleme

Explizite Darstellung des Beweises als Diagonalisierung

Sei My, My, ... die Folge aller in der Reihenfolge ihrer
Godelnummern aufgezihlten dTMs.

Betrachte die unendliche Matrix, deren Zeilen mit (My), (Ma), ...,
und deren Spalten mit My, Mo, ... nummeriert sind.

An Position M;, (M;) wird eingetragen, ob M; die Eingabe (M)
akzeptiert (Eintrag ,a") oder nicht akzeptiert (Eintrag ,na").

My M, Ms
(Mi)| a na a
(Mp) | na na a
(M3) | na na a

Die Spalte unter M; heiBt Akzeptanz-Folge von M;.
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nicht berechenbare Probleme

Wir nehmen wieder die Existenz einer dTM M an, die DIAG
akzeptiert.

Wie sieht die Akzeptanz-Folge von M aus?

@ Definition von DIAG: An Stelle i hat sie den Eintrag a falls
M; die Eingabe (M;) nicht akzeptiert, sonst den Eintrag na.

@ Somit ist M keine der dTMs My, My, ..., da sich gie
Akzeptanz-Folge von M; an Stelle i von der von M
unterscheidet.

@ Somit kann es M nicht geben, da wir ja in My, M», ... alle
dTMs aufgezihlt haben. Widerspruch!
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nicht berechenbare Probleme

Halteproblem: Stoppt ein Programm zu einer bestimmten
Eingabe?
H = {(M)x | M ist dTM, die gestartet mit Eingabe x hilt}

Halteproblem bei leerem Band:

Ho = {(M) | M ist dTM, die gestartet mit Input € halt}

Satz: H und Hp sind rekursiv aufzihlbar.

@ H ist rekursiv aufzihlbar, da die universelle dTM H
akzeptiert, falls wir sie so modifizieren, dass sie immer
akzeptiert, falls sie halt.

@ Hy ist als , Spezialfall* von H damit natiirlich auch rekursiv
aufzahlbar.
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nicht berechenbare Probleme

Um zu zeigen, dass H und Hp nicht entscheidbar sind, nutzen wir
keinen Diagonalisierungsbeweis, sondern eine andere Methode, die
anwendet, dass DIAG nicht rekursiv ist.

Voriiberlegung: DIAG ist nicht entscheidbar, da die Klasse der
entscheidbaren Sprachen abgeschlossen ist gegeniiber Komplement.

DIAG = {w € {0,1}* | w ist keine Codierung einer TM, oder
w = (M) und M akzeptiert (M)}

DIAG nennt man auch Selbstanwendbarkeitsproblem oder
spezielles Halteproblem.
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Reduzierbarkeit

Definition: Eine Sprache L heiBt reduzierbar auf L', falls es eine
totale berechenbare Funktion f : ¥* — ¥* gibt mit
xel < f(x)el.

@ Wir schreiben dann: L < L' (mittels f)
@ Idee: L ist nicht schwieriger zu lésen als L'

Satz: Falls L nicht entscheidbar ist und L < L’ (mittels f) gilt,
dann ist auch L’ nicht entscheidbar.

Beweis: Wire L' entscheidbar, dann wire auch L entscheidbar.

@ Berechne fiir eine beliebige Eingabe x den Wert f(x)
und entscheide, ob f(x) € L’ gilt.
@ Daher wire mittels f auch entschieden, ob x € L ist.
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Reduzierbarkeit

Satz: H ist nicht entscheidbar, denn es gilt DIAG < H mittels der
folgenden, berechenbaren Funktion f:

o Falls w keine Godelisierung einer Turingmaschine ist:
Bilde w auf (M)e ab, wobei M eine feste TM ist, die bei
leerer Eingabe halt.

w € DIAG < f(w) = (M)ee H
o Falls w = (M) gilt:

Bilde w auf (M’)(M) ab, wobei M" die dTM ist, die aus M
entsteht, wenn wir jede nicht akzeptierende Rechnung von M
zu einer Endlosschleife erweitern.

w € DIAG <= M akzeptiert (M)
<= M’ gestartet mit (M) hilt
— f(w)=(M)M)eH
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Reduzierbarkeit

Satz: Hp ist nicht entscheidbar, denn es gilt H < Hp:

o Zu (M)x sei M(M,x) die TM, die gestartet mit leerem Band
zuerst x schreibt, und sich dann wie M gestartet mit x verhalt.

o f bildet (M)x auf (M(M, x)) ab und ist berechenbar.

o Es gilt: M gestartet mit x hilt <= M(M, x) gestartet mit
leerem Band halt.

Folgerung: Die Klasse der rekursiv aufzdhlbaren Sprachen ist nicht
gegen Komplementbildung abgeschlossen.

@ H ist rekursiv aufzihlbar, H aber nicht, denn

@ wire H rekursiv aufzihlbar, dann wire H entscheidbar.
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nicht berechenbare Probleme

Ubung: Zeigen Sie, dass die folgenden Probleme nicht
entscheidbar sind.

o Totalititsproblem:
ToTAL := {(M) | M hélt fiir jeden Input}
@ Endlichkeitsproblem:
ENDLICH := {(M) | M hilt fiir endlich viele Inputs}
o Aquivalenzproblem:

Aquiv := {(M), (M) | LIM) = L(M")}
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nicht berechenbare Probleme

Postsches Korrespondenzproblem:

Gegeben: Eine endliche Menge von Wortpaaren (x1, y1), (x2, y2),
(x3,¥3),-- -, (Xk, Yk), wobei x;,y; € £ gilt. Diese Wortpaare sind
vorstellbar als verschiedene Dominosteine.

Gefragt: Gibt es eine Folge von Indizes i1, ip,...,in € {1,2,...,k},
n>1, mit Xig Xiy « +« Xiy = Yy Vip - - .y,-n?

Beispiel: K = ((1,101), (10, 00), (011,11)) besitzt die Lsung
(1,3,2,3), denn es gilt
X1 X3 X2 X3 Y1 3 ¥2 Y3

Ohne Beweis: Das Postsche Korrespondenzproblem ist nicht
entscheidbar.
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Reduzierbarkeit

Ablauf bei Reduktionen: Zeige ALT < NEU mittels f.

o Erstelle zunichst eine Funktion f, die aus einer Eingabe x von
ALT eine Eingabe f(x) von NEU macht, wobei gelten muss:

x € ALT < f(x) e NEU

@ Waire NEU berechenbar, dann wire auch ALT berechenbar.

f(x)e NEU = xe€ALT

?
XGALT”{ f(x) ¢ NEU = x¢ALT

?
Um x € ALT zu beantworten, nutzen wir also f und den
(fiktiven) Algorithmus fiir NEU.
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Ubersicht

Einleitung

@ Bewertung von Algorithmen
@ Berechenbarkeitstheorie
o Komplexitatstheorie

o Exakte Algorithmen fiir schwere Probleme
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Komplexitatstheorie

Komplexitatsklassen

@ P vs. NP: Probleme, fiir die eine polynomiell zeitbeschrankte
dTM bzw. nTM existiert.

@ L vs. NL: Probleme, fiir die eine logarithmisch
platzbeschrankte dTM bzw. nTM existiert.

@ PSPACE vs. NPSPACE: Probleme, fiir die eine polynomiell
platzbeschrankte dTM bzw. nTM existiert.

@ Es gibt viele weitere Komplexitatsklassen.

Es gilt folgende Hierarchie:

Lc NLc Pc NP C PSPACE c NPSPACE
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Die Klasse NP

CLIQUE: Finde zu einem gegebenen Graphen G = (V, E) und
einem k € N eine Teilmenge V' C V der Knoten, so dass je zwei
Knoten in V/ durch eine Kante in E verbunden sind und |V’| > k.

Algorithmus:

@ ,Rate" nichtdeterministisch eine Menge V' C V mit |V'| > k

@ und verifiziere, ob V' eine Clique ist.

HaMmiLTON-KREIS: Finde eine Route in einem gegebenen Graphen
G = (V, E), die genau einmal durch jeden Knoten in V l3uft und
wieder am Startknoten endet.

Algorithmus:

@ , Rate" nichtdeterministisch eine Menge E' C E

@ und verifiziere, ob E’ eine Rundreise ist.
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Die Klasse NP

INDEPENDENT SET: Finde in einem gegebenen Graphen
G = (V,E) eine Menge V' C V mit |V’/| > k, so dass fiir alle
u,ve V' gilt: {u,v} &E.
@ ,Rate" nichtdeterministisch eine Menge V' C V mit |V’/| > k
@ und verifiziere, ob V' eine unabhingige Menge ist.

DOMINATING SET: Finde in einem gegebenen Graphen
G = (V,E) eine Menge V' C V mit |V'| < k, so dass fiir alle
v € V gilt: v oder einer seiner Nachbarn ist in V'’ enthalten.
o ,Rate" nichtdeterministisch eine Menge V' C V mit |V/| < k

@ und verifiziere, ob V'’ ein dominierende Menge ist.

Ohne Beweis: Der Nichtdeterminismus kann auf eine initiale
»Ratephase” beschrankt werden.
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Die Klasse NP

Obige Probleme kdnnen deterministisch sehr einfach, aber (bisher)
nicht effizient geldst werden:

o Zshle alle (}) Teilmengen V' mit |V’| = k auf und teste die
gesuchte Eigenschaft. Zur Erinnerung:

(n) _ ! no(n—1)-...-(n—k+1)

k K-(n— k)@ — Kl

oo
—_— n
< Wt <

o Laufzeit O(n* - (n+ m)) ist fiir konstantes k polynomiell.

Dabei ist n die Anzahl der Knoten und m die Anzahl der
Kanten.

Frage: Warum wird zusatzlich zu den Graphen auch die GroBe k in
der Eingabe angegeben?
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Die Klasse NP

Wir unterscheiden bei vielen Problemen die Entscheidungs-,
Optimierungs- und Suchvariante, hier am Beispiel CLIQUE.

@ Entscheidungsvariante: Gibt es in einem gegebenen Graphen
G = (V, E) eine Clique der GroBe mindestens k? Dabei ist k
ein Teil der Eingabe.

@ Optimierungsversion: Aus wievielen Knoten besteht eine
Clique maximaler GroBe im gegebenen Graphen G = (V, E)?

@ Suchvariante: Finde eine Knotenmenge V' C V des Graphen
G = (V,E), so dass V' eine Clique maximaler GroBe ist.

Problem bei der Optimierungs- und der Suchvariante: Es reicht
nicht, die ,,geratene” Losung zu verifizieren. Es muss zusatzlich
noch sichergestellt sein, dass es keine groBere Clique im Graphen
gibt.

Siehe auch http://www.csc.kth.se/ viggo/wwwcompendium/.
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Die Klasse NP

Frage: Wie schwer sind die verschiedenen Varianten in Bezug
zueinander?

@ Wenn wir einen Algorithmus fiir DEC-CLIQUE kennen,
kdnnen wir damit eine Losung fiir MAX-CLIQUE berechnen?

@ Konnen wir mit einem Algorithmus fiir MAX-CLIQUE auch
eine Losung fiir SEARCH-CLIQUE berechnen?

DEC-CLIQUE bezeichnet die Entscheidungs-, MAX-CLIQUE die
Optimierungs- und SEARCH-CLIQUE die Suchvariante.

Die anderen Richtungen sind klar:

@ Ein Algorithmus fiir MAX-CLIQUE |6st auch DEC-CLIQUE:
Ist k kleiner oder gleich der optimalen Lésung, gib ja aus,
sonst nein.

@ Ein Algorithmus fiir SEARCH-CLIQUE l6st auch
MaX-CLIQUE: Gib die GroBe der berechneten Teilmenge aus.
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Die Klasse NP

Fiir das Problem des Handlungsreisenden kann man auch eine
Entscheidungs-, Optimierungs- und Suchvariante definieren.

Auch hier ist es einfach moglich, mittels eines Algorithmus fiir die
eine Variante die Lésung einer anderen Variante zu berechnen.

@ DEC-TSP — MIN-TSP: Nutze bindren Entscheidungsbaum.

o MIN-TSP — DEc-TSP: Falls k groBer oder gleich der
optimalen Losung ist, gib ja aus, sonst nein.

@ SEARCH-TSP — MIN-TSP: Addiere die Werte aller Kanten,
die auf der optimalen Tour liegen und gib diese Summe aus.

o MIN-TSP — SEARCH-TSP: Erhéhe den Wert einer Kante e
um einen Wert c. Falls die optimale Lange unverdndert ist,
gehort die Kante e nicht zur optimalen Tour. Falls doch, setze
den Wert der Kante zuriick. Teste auf diese Weise alle Kanten.
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Komplexitatstheorie

Definition: Eine Sprache L ist polynomiell reduzierbar auf eine
Sprache L', wenn eine Funktion f existiert, mit

exel < f(x)el

@ und f ist in polynomieller Zeit berechenbar.
Analog zur Berechenbarkeit schreiben wir dann L <, L’ und sagen:
L ist nicht schwieriger zu berechnen als L’.

Beachte: Wir haben Probleme immer als Sprachen definiert, die
von Turingmaschinen akzeptiert werden.

CLIQUE := {(G,k) | Graph G enthilt Clique C mit |C| > k}
HCP := {G|Graph G enthélt einen Hamilton-Kreis}
ISP := {(G, k)| G enthilt Independent Set / mit |/| > k}
DSP := {(G, k)| G enthdlt Dominating Set D mit |D| < k}
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Komplexitatstheorie

Hinweis: Polynomielle Reduktion ist transitiv.
Ly §p Ly und Ly Sp L3 = L Sp L3

[dee: Sei Ly <, L mittels f in Zeit py, und sei Ly <, L3 mittels g
in Zeit pp. Dann gilt L1 <, L3 mittels g o f in Zeit p1 + py:

x€elH — f(X)ELz <~ g(f(X))€L3
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NP-vollstandig

Definition: Ein Problem L ist NP-vollstandig, wenn gilt:
@ Es existiert eine nTM, die das Problem in polynomieller Zeit
[6st, also L € NP.
@ Alle L’ € NP sind polynomiell reduzierbar auf L, also L' <, L.

Satz: Ist auch nur ein einziges NP-vollstindiges Problem
deterministisch in polynomieller Zeit 16sbar, dann sind alle
NP-vollstandigen Probleme in polynomieller Zeit [6sbar!

Beweis: —s Ubung

Leider ist bis heute fiir kein einziges NP-vollstandiges Problem ein
polynomiell zeitbeschrankter (deterministischer) Algorithmus
bekannt.
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SAT ist NP-vollstandig

Frage: Wie findet man ein erstes NP-vollstandiges Problem?

Erfiillbarkeitsproblem (SATisfiability):

@ Gegeben: Eine Formel F der Aussagenlogik.
o Gefragt: Ist die Formel F erfiillbar?
@ SAT := {F | F ist erfiillbare aussagenlogische Formel}

Satz von Cook': SAT ist NP-vollstindig

Wir werden im folgenden zeigen:

o SAT € NP
e VLe NP: L <, SAT

1aus dem Buch von Uwe Schéning: Theoretische Informatik — kurz gefasst.
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SAT ist NP-vollstandig

SAT ¢ NP

)

Maschine M lduft einmal iiber die Eingabe und stellt fest,
welche Variablen in der Formel F vorkommen — dies seien
X1yowoy Xk

In der eigentlichen nichtdeterministischen Phase ,rat"” die
Maschine M eine Belegung ai, ..., ax mit a; € {0,1}.

Zu diesem Zeitpunkt existieren 2K mogliche unabhingige
Rechnungen.

M berechnet den Wert von F unter der betreffenden Belegung
und akzeptiert genau dann, wenn der Wert 1 ist.

F € SAT genau dann, wenn es eine Rechnung von M gibt,
die F akzeptiert.

Da k < |F| ist, ist die Rechenzeit polynomial.
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SAT ist NP-vollstandig

VL e NP: L<,SAT:

@ Sei M eine nTM, die L in polynomieller Zeit entscheidet.
@ Sei [ = {a1,...,a,} das Arbeitsalphabet von M.
e Sei Z={z,...,z} die Zustandsmenge von M.

@ Die J-Relation von M enthalte die Zeile §(ze, a) > (ze, a, N),
ein einmal erreichter Endzustand wird also nie mehr verlassen.

@ Sei p ein Polynom, das die Rechenzeit von M beschrankt.

@ Sei x = x1x2...x, € L* eine Eingabe fiir M.

Wir werden nun eine Boolesche Formel F in Abhangigkeit von x
angeben, so dass gilt:

x € L < F(x) ist erfiillbar
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SAT ist NP-vollstandig

Die gesuchte Formel F enthilt folgende Boolesche Variablen:

Variable | Indizes \ Bedeutung
zusty , t=0,...,p(n) und | zusty, = 1 <= nach t
zeZ Schritten befindet sich M im

Zustand z
pos; i t=0,...,p(n) und | pos;; =1 <= der Schreib-

i=—p(n),...,p(n) | Lesekopf von M befindet sich
nach t Schritten auf Position /
band;j, | t =0,...,p(n) und | band;;, = 1 <= nach
i=—p(n),...,p(n) | t Schritten befindet sich auf
und a el Bandposition i/ das Zeichen a

Dabei ist n die Lange der Eingabe und p das Polynom, das die
Rechenzeit von M beschrankt.
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SAT ist NP-vollstandig

Die Formel F ist aus mehreren Teilformeln aufgebaut:
F=RANAANU NUANE

@ R: Randbedingungen

@ A: Anfangsbedingung

o U; und Us,: Ubergangsbedingungen
o E: Endbedingungen

Im Folgenden wird immer wieder die Teilformel G(y1, ..., y«)
vorkommen:
k
Gy, .-y k) = (\/ YI> A Ay v y)
i=1 i£j

wird genau dann wahr, wenn genau eins der y; wahr ist.
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SAT ist NP-vollstandig

Randbedingung R driickt aus:

@ M ist zu jedem Zeitpunkt t in genau einem Zustand:

/\ G(zustt 4, ..., zusts )
t

@ Der Kopf von M befindet sich zu jedem Zeitpunkt t an genau
einer Bandposition:

/\ G(posn_p(n), . 7p05t,p(n))
t

@ Zu jedem Zeitpunkt t und an jeder Bandposition i steht
genau ein Zeichen:

/\ G(bandya,, ..., bandy 5,)

t,i
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SAT ist NP-vollstandig

Anfangsbedingung A driickt fiir t = 0 aus:

@ M ist im Anfangszustand z.
@ Der Schreib-Lesekopf befindet sich auf dem ersten Zeichen.
@ Die ersten n Bandpositionen enthalten die Eingabe xi, ..., Xp.

@ An allen anderen Bandpositionen steht ein Blank.

n
A= zusty,, A posg1 N /\ bandok,-yxj

j=1
0 p(n)
A /\ bandpjo N /\ bandy j o
Jj=—p(n) Jj=n+1
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SAT ist NP-vollstandig

Uy beschreibt den Ubergang vom Zeitpunkt t nach t + 1 an der
Stelle, wo sich der Schreib-Lesekopf befindet:

Uy = /\ [(zusttz A post i A bandy ; ;)
t,z,i,a
— \/ (zustei 1,7 A poSei1,iyy A bandeiq o)

3(z,2) 3 (#,2y)
wobei y € {—1,0,+1} angenommen wird.

U, driickt aus, dass sich der Bandinhalt auf allen anderen
Positionen nicht andert:

U, = /\ <(—\p05t,,' A bandy i ;) — bandt+1,i,a>

t,i,a
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SAT ist NP-vollstandig

E priift, ob ein Endzustand erreicht wird. Nach unserer Annahme
wird dies insbesondere zum Zeitpunkt p(n) erreicht.

E= \/ Zusty(p),z

Ubung:

o Zeigen Sie: x € L <= F(x) ist erfiillbar

@ Zeigen Sie, dass alle Teilfolgen polynomielle Lange haben und
daher die Reduktion in polynomieller Zeit berechenbar ist.
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NP-vollstandige Probleme

Uns interessiert: Was macht ein Problem schwierig?

@ Wir beschranken uns auf Formeln in konjunktiver Normalform:
Ist KNF-SAT auch NP-vollstindig?

@ Wir beschrinken uns auf Formeln in disjunktiver Normalform:
Ist DNF-SAT auch NP-vollstindig?

@ Wir beschrinken die Anzahl der Variablen pro Klausel auf 3:
Ist SKNF-SAT auch NP-vollstandig?

@ Wir beschranken die Anzahl der Variablen pro Klausel weiter:
Ist 2KNF-SAT auch NP-vollstandig?

@ Wir erlauben in jeder Klausel nur eine positive Variable:
Ist HORN-SAT auch NP-vollstdndig?
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KNF-SAT ist NP-vollstandig

Ist KNF-SAT auch NP-vollstiandig?

@ Jede Boolesche Formel ist dquivalent in konjunktive
Normalform umformbar.

@ Aber: Das Verfahren hat exponentiellen Aufwand.
Wir zeigen: SAT <, 3KNF-SAT

@ Wir geben ein polynomielles Verfahren an, das beliebige
Boolesche Formeln F umwandelt in F’. Dabei ist F’ in
konjunktiver Normalform mit hochstens 3 Literalen pro
Klausel und es gilt:

F ist erfiillbar <= F’ ist erfiillbar

@ Es ist nur Erfiillbarkeitsaquivalenz zwischen F und F’
verlangt, nicht Aquivalenz im strengen Sinne.
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KNF-SAT ist NP-vollstandig

Wir stellen uns eine Formel als
Baumstruktur vor.

Beispiel: F = —(—(x1 V —x3) V x2)

><J><J

X1

—

X3

1. Schritt: Wir wenden deMorgan’s Regeln an und bringen alle
Negationszeichen zu den Blattern.

Dabei dndert sich evtl. V zu A und umgekehrt. Dieser Schritt
erfordert nur einen Durchlauf iiber die Formel.
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KNF-SAT ist NP-vollstandig

Nach dem ersten Schritt kommen im Innern des A
Baumes nur V und A vor und die Blatter sind /\
nur mit negierten oder unnegierten Variablen v X
beschriftet. A
X1 X3
2. Schritt: Wir ordnen jedem inneren Knoten A Yo
eine neue Variable aus {yo, y1,...} zu.
Der Baumwurzel wird yp zugewiesen. Y mx
X1 X3
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KNF-SAT ist NP-vollstandig
3. Schritt: Wir fassen jede Verzweigung zu einer
Dreier-Gruppe zusammen:

v

Jede Verzweigung der Bauart

mit o € {A, V} ordnen wir eine Teilformel der Form

(v (yo2)

zu. Alle diese Formeln werden mit A verkniipft, zusatzlich kommt
die Teilformel yg hinzu. Dadurch erhalten wir die Formel Fi:

Fi=(0) Ao ¢ (1 A—x)) Ay ¢ (x1V —x3))
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KNF-SAT ist NP-vollstandig

4. Schritt: Jede der Teilformeln wird separat in konjunktive
Normalform umgeformt:
@ In jeder Teilformel kommen nur 3 Literale vor.

@ Der exponentielle Aufwand fiir das Umformen in konjunktive
Normalform spielt keine Rolle mehr, da die Teilformeln nur
konstante GroBe haben.

Umwandeln der Teilformeln:

(a<> (bV0))
(a<> (bA0))

(avV-b)A(—aVvbVc)A(aV—c)

'_)
— (maVb)A(—-aVec)A(aV bV —c)

Alle Umformungsschritte kdnnen mit polynomiellem Aufwand

erfolgen. Daher ist SAT <, 3SKNF-SAT gezeigt!
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NP-vollstandige Probleme

3KNF-SAT ist NP-vollstiandig, also auch KNF-SAT, da die
Einschrankung auf 3 Literale pro Klausel ja gerade ein Spezialfall
von KNF-SAT ist.

Ubung: 2KNF-SAT ist in P!

Sei F eine 2KNF-Formel iiber den Variablen x1, ..., x,. Dann
definieren wir einen Graphen G = (V, E) mit

o V ={x1,x1,x2, X2, ..., Xn, 7Xp} und
o E={(—x,x) | (xiVx;) € F}U{(=x,x) | (xi V) € F}

Zeigen Sie: F ist genau dann nicht erfiillbar, wenn der Graph einen
Kreis enthilt, auf dem sowohl x; als auch —x; liegt.

Hinweis: Die Klausel (x; V x;) kann nur dann erfiillt sein, wenn x;
oder x; mit 1 belegt sind, oder anders ausgedriickt: —x; = x; oder
—x; = Xx; muss gelten, beides ist dquivalent zu x; V x;.
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NP-vollstandige Probleme

Eine Formel F in konjunktiver Normalform ist eine Hornformel,
wenn jede Klausel in F hochstens ein positives Literal enthilt.

Beispiel:
F=(aVv-b)A(-cV-aVd)A(-aV-b)AdA—e

Hornformeln konnen anschaulich als Konjunktionen von
Implikationen geschrieben werden.

F=(Mb—-aA(cha—=d)A(aAnb—0)A(1—d)A(e—0)

Machen Sie sich klar, dass die obigen Formeln dquivalent sind.
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NP-vollstandige Probleme

Ubung: HORN-SAT ist in P!

Sei F eine Hornformel iiber den atomaren Formeln x, ..., x,.

@ Fiir alle Teilformeln 1 — x; aus F markiere Literal x;.

© Wiederhole:
o Markiere y, falls es eine Teilformel (x; A ... A x;,) — y gibt,
bei der xj, ..., x; bereits markiert sind.
s Falls es eine Teilformel (x; A ... A Xx;) — 0 gibt, bei der
Xj,, - - - Xi, bereits markiert sind, gib unerfiillbar aus und
stoppe.

© Gib erfiillbar aus und stoppe.
Zeigen Sie:
@ Der Algorithmus halt nach spatestens n Markierungsschritten.

@ Der Algorithmus ist korrekt.
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NP-vollstandige Probleme

DNF-SAT ist in P!
Sei F=(x11 A ... AX1 k) V...V (Xm1 A ... A Xmk,) eine Formel
in disjunktiver Normalform. Dann gilt:
@ F ist genau dann erfiillbar, wenn wenigstens eins der m
Konjunktionsglieder (xj1 A ... A X; ) erfiillbar ist.

@ Ein Konjunktionsglied (xj1 A ... A Xj ) ist genau dann
unerfiillbar, wenn es eine Variable x und —x enthalt.
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CLIQUE ist NP-vollstandig

Satz: CLIQUE ist NP-vollstandig.
Beweis: 3KNF-SAT <, CLIQUE

@ Sei F eine Formel in konjunktiver Normalform mit m Klauseln
zu je genau 3 Literalen. (Wir kénnen der Einfachheit halber
genau 3 Literale annehmen, indem wir Literale in einer Klausel
verdoppeln.)

@ Wir konstruieren den Graphen G mit 3m Knoten und:
G hat Clique der GréBe m <= F ist erfiillbar

@ Sei F = (211 \/812\/313) VANIERIVAN (aml \/amg\/am3)
@ Sei G = (V,E) mit

V=1{(ij)1<i<m 1<j<3} und
E={{(i)),(k,} | i # k und aj # —au}.
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CLIQUE ist NP-vollstandig

Also:

Die Knoten von G sind die in F vorkommenden Literale.

(]

(]

Es gibt jeweils einen Knoten fiir jedes Vorkommen eines
Literals in einer Klausel.
Zwei Knoten sind miteinander verbunden, wenn ihre Literale

o in verschiedenen Klauseln sind und
@ sich nicht direkt widersprechen (x und —x).

(]

Die GroBe von G ist polynomiell beschrankt: Es gibt 3m
Knoten, und damit héchstens 9m? viele Kanten.

Ubung:
Zeigen Sie, dass F genau dann erfiillbar ist, wenn G eine Clique

der GroBe m hat.
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GERICHTETER HAMILTON-KREIS ist NP-vollstandig

Satz: GERICHTETER HAMILTON-KREIS ist NP-vollstindig.

Beweis: 3BKNF-SAT <, GERICHTETER HAMILTON-KREIS

@ Sei F eine Formel in konjunktiver Normalform mit m Klauseln
zu je genau 3 Literalen. Also:

F = (311\/312Va13)/\~--/\(am1 \/am2Vam3)

@ Seien x1,x»,...,x, die Variablen von F.

@ Der Graph G hat zunichst einmal die Knoten vy, ..., v,, die
die Variablen von F reprasentieren.

—

— T~ ... vee — \...
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GERICHTETER HAMILTON-KREIS ist NP-vollstandig

Von jedem Knoten v; gehen zwei Kanten
aus. Diese fiihren zu Klauselgraphen K,
von denen m Kopien Ki, ..., K, bereit-
stehen:

OmCmO
@

Im Folgenden stellen wir diese Klausel-
graphen durch nebenstehendes Symbol ___ | K -
dar: — —
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GERICHTETER HAMILTON-KREIS ist NP-vollstandig

Der obere vom Knoten v; ausgehende Weg orientiert sich an den
Vorkommen von x; in den Klauseln, der untere an denen von —x;.

Beispiel:

@ x; komme in Klausel 1, Position 2 und in Klausel 4, Position 3

Vvor.

@ —x; komme in Klausel 2, Position 1, in Klausel 5, Position 3
und in Klausel 6, Position 2 vor.

@ Dann erhalten wir folgende Kanten im Graphen:

—

K1

x—» K4

—

—

— Ky [—\ — Ks

Effiziente Algorithmen
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GERICHTETER HAMILTON-KREIS ist NP-vollstandig

Wenn die Formel F eine erfiillende Belegung hat:

@ Wenn x; die Belegung 1 hat, so folge von v; aus dem oberen
Pfad, sonst dem unteren.

@ Dann durchlauft der Pfad die entsprechenden Klauselgraphen
Kj, in denen x; bzw. —x; vorkommt.

@ Je nachdem, wieviele und welche Literale in Klausel j den
Wert 1 haben, wird der Klauselgraph K in einer von sieben
Arten durchlaufen. Daraus ergibt sich der Hamilton-Kreis.

) 0 0 0
FO OO

S
DI (I
U U U U
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GERICHTETER HAMILTON-KREIS ist NP-vollstandig

Wenn der Graph einen Hamilton-Kreis besitzt:

@ Wenn der Kreis bei Knoten a einen Klauselgraphen betritt,
dann wird dieser Klauselgraph bei Knoten A verlassen. (gilt
ebenso fiir Knotenpaar b,B und c,C)

@ Ein bei a eintretender Hamilton-Kreis kann nur folgende Wege
nehmen:

o a — A oder
o a—c— C— Aoder
sa—vc—ob—-B—>C—oA

@ Der Hamilton-Kreis kann also nur wie vorgesehen durch die
Klauselgraphen laufen.

o Eine erfiillende Belegung ergibt sich anhand dessen, ob ein
Knoten v; oben oder unten verlassen wird.

Effiziente Algorithmen Einleitung :: Komplexititstheorie 156 / 1138



HAMILTON-KREIS ist NP-vollstandig

Satz: GERICHTETER HAMILTON-KREIS <, HAMILTON-KREIS

Beweis:

o Ersetze %{» durch %@—@< .

@ Dann gilt: Der gerichtete Graph hat genau dann einen
gerichteten Hamilton-Kreis, wenn der ungerichtete Graph
einen Hamilton-Kreis hat.

@ Die Reduktionsfunktion ist in polynomieller Zeit berechenbar.

Euler-Kreis: Eine Rundreise durch den Graphen, bei der jede Kante
genau einmal benutzt wird.

Frage: Ist das Euler-Kreis-Problem NP-vollstindig?
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NP-vollstandige Probleme

Ablauf bei Reduktionen: Zeige ALT <, NEU mittels f.

o Erstelle zunichst eine Funktion f, die aus einer Eingabe x von
ALT eine Eingabe f(x) von NEU macht, wobei gelten muss:

x € ALT < f(x) e NEU

o Waire NEU effizient 16sbar, dann ware auch ALT effizient
|6sbar:

f(x)e NEU = xe€ALT

?
XGALT”{ f(x) ¢ NEU = x¢ALT

?
Um x € ALT zu beantworten, nutzen wir f und den (fiktiven)
effizienten Algorithmus fiir NEU.
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Ubung

VERTEX COVER PROBLEM: Finde zu einem Graphen G = (V, E)
eine moglichst kleine Knotenmenge V'’ C V, so dass jede Kante
e € E inzident zu einem Knoten in V' ist.

VCP :={(G, k) | G hat Vertex-Cover C mit |C| < k}
Zeigen Sie: CLIQUE <, VCP

TRAVELING SALESPERSON PROBLEM: Bestimme zu einem
Graphen G = (V, E, ¢) eine Rundreise, die genau einmal durch alle
Knoten fiihrt, die wieder am Startknoten endet und deren Liange
moglichst kurz ist. Dabei ist ¢ : E — N eine Kostenfunktion, die zu
jeder Kante in E deren ,,Linge" definiert.

TSP := {(G, k) | G hat Rundreise P mit ) __pc(e) < k}
Zeigen Sie: HCP <, TSP
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GroBe eines Problems

Bestimmend fiir die Rechenzeit ist

o die Anzahl der zu bearbeitenden Elemente

o Sortieren von Elementen
o Skalar-Produkt zweier Vektoren
o Stadte-Rundreise

@ oder die Grofe der zu bearbeitenden Elemente

e Multiplikation zweier Zahlen
@ Primzahlzerlegung einer Zahl
o Rucksack-Problem

@ oder beides.
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Ubersicht

Einleitung

@ Bewertung von Algorithmen
@ Berechenbarkeitstheorie

o Komplexitatstheorie

°

Exakte Algorithmen fiir schwere Probleme?

2basiert auf Vorlesungen von Dorothea Wagner (Karlsruher Institut fiir

Technologie) und Rolf Niedermeier (Universitit Tiibingen)
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Big-O Star

Bei der O*-Notation werden polynomielle Faktoren vernachlassigt.
So gilt n? - 2" € O*(2") und auch n® + n3-2" € O*(2"). Wird
manchmal auch als O bezeichnet.

le+22

1e+20

le+18

le+16

le+14

le+12

le+10

1e+08

1e+06

10000

100

L ¥

Idee: Das exponentielle Wachstum ist so stark, dass polynomielle
Faktoren kaum ins Gewicht fallen.

Effiziente Algorithmen Einleitung :: Algorithmen fiir schwere Probleme 166 / 1138



Ubersicht

Exakte Algorithmen fiir schwere Probleme

o 3-SAT
@ Vertex-Cover
@ Independent Set

@ Palletizing Systems
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Exponentialzeit-Algorithmen fiir 3-SAT

Algorithmus A1: Sei x eine Variable in der Formel ®, und sei ¢ | x
die Formel, die aus ® entsteht, wenn x mit 1 belegt wird.

function 3SAT(®)
if 3SAT(® | x) then return true

return 3SAT(P | X)

Laufzeit: T(n) =2 T(n— 1)+ poly(n) € O*(2")

Idee zur Laufzeitbestimmung: Wir gehen davon aus, dass sich eine
exponentielle Laufzeit T(n) € O*(b") ergibt und wollen die Basis
b bestimmen. Setze T(n) := b" und schatze ab:

b" ~ 2-b"tynk | pml
k . k
= b o~ 2+ | lim =0
n—o00
<~ b = 2
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Exponentialzeit-Algorithmen fiir 3-SAT

Algorithmus A2: Sei (x V y V z) eine Klausel in der Formel ¢, und
sei ® | x die Formel, die aus ® entsteht, wenn x mit 1 belegt wird.

function 3SAT(®)
if 3SAT(® | x) then return true

if 3SAT(® | Xy) then return true
return 3SAT(® | Xyz)

Laufzeit:
T(n)=T(n—=1)+ T(n—2)+ T(n—3)+ poly(n) € O*(1,84")

Idee zur Laufzeitbestimmung: Setze T(n) := b" und schétze ab:

b bn—l +bn—2+ bn—3+nk ’ an_3
— B ~ B 4+b+1+ 2 | lim 5 =0
n—o0
— b ~ b2+b+1
— 0 ~ b —h—-b-1 ~ Newton-Verfahren
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Exponentialzeit-Algorithmen fiir 3-SAT

Das Newton-Verfahren liefert fiir das charakteristische Polynom

eine Nullstelle bei b =1,8392....

14

BP— b —b-1

12

10

0=b"3-b"2-b-1

1
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Exponentialzeit-Algorithmen fiir 3-SAT

Algorithmus A3: Wenn eine Variable nur positiv oder nur negativ
in der Formel vorkommt, dann konnen wir den Wert der Variablen
entsprechend setzen und die Teilformeln streichen. Seien daher die
Klauseln (x Vy V z) und (X V uV v) in der Formel ® enthalten.

function 3SAT(®)
if 3SAT(® | xu) then return true

if 3SAT(® | xuv) then return true
if 3SAT(® | Xy) then return true
return 3SAT(® | Xyz)

Laufzeit: T(n) =2T(n—2)+2T(n—3) + poly(n) € O*(1,77")

Ganz besonders tricky geht es in Zeit O*(1,34"), siehe:

Robin A. Moser, Dominik Scheder. A Full Derandomization of
Schoning's k-SAT Algorithm. arXiv:1008.4067, 2010.
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Exponentialzeit-Algorithmen fiir 3-SAT

Laufzeitvorteil gegeniiber Al entspricht dem Quotienten
@ 27/1,84" bei A2
@ 2"/1,77" bei A3
@ 27/1,34" bei tricky

le+07

1le+06
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1 3

2°n 1 1,84™ (A2)
2°n 11,77 (A3) -------
2°n [ 1,34%n (tricky) --------
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Ubersicht

Exakte Algorithmen fiir schwere Probleme

o 3-SAT
o Vertex-Cover
@ Independent Set

@ Palletizing Systems
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Algorithmen fiir Vertex-Cover
Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V/, E) mit n Knoten.

Brute-Force-Ansatz: Suche ein Vertex Cover, indem alle (Z) vielen
Teilmengen der GroBe k betrachtet werden.

Laufzeit: O((}) - |G|) € O(n* - |G))

Kl-(n—k)! k!

(n) nl no(n—1)-...-(n—k+1)

< Ak
S I S

Die Laufzeit ist polynomiell, falls k konstant ist, also nicht zur
Eingabe des Problems gehort.
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Algorithmen fiir Vertex-Cover

Greedy-Heuristik:
Cc:=10
while es gibt noch Kanten in G do
sei v ein Knoten mit groBter Anzahl Nachbarn
nimm v in C auf
entferne v und alle inzidenten Kanten aus G

Laufzeit: O(n?)

Bemerkung: Es gibt Graphen G, fiir die die Greedy-Heuristik ein
Vertex-Cover der GroBe In(k) - k liefert, wobei k die GroBe des
kleinsten Vertex-Cover ist.

Der Fehler kann also In(k) groB werden und ist nicht durch eine
Konstante beschrankt.
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Algorithmen fiir Vertex-Cover

Worst-Case-Graph mit k = 6 fiir die Greedy-Heuristik:

optimal

worst—case

k/3-mal Grad 3  k/2-mal Grad 2 k/1-mal Grad 1
k/4-mal Grad 4
k/5-mal Grad 5
k/6-mal Grad 6

@ obiger bipartiter Graph hat ein Vertex-Cover der GroBe k = 6
@ im schlechtesten Fall werden die unteren Knoten ins VC
aufgenommen, das die GroBe 6 +3 +2+ 1+ 1+ 1 = 14 hat.
@ Fehler im Beispiel: %4 ~ 2,33
@ allgemein mittels harmonischer Reihe:
)+ 5]+ 5]+ L) = k- %) = k- In(k)
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Algorithmen fiir Vertex-Cover

Approximationsalgorithmus:
C:=0
while es gibt noch Kanten in G do
nimm irgendeine Kante {u, v} von G
nimm v und v beide in C auf
entferne u und v und alle dazu inzidenten Kanten aus G

Bemerkung: Der Algorithmus liefert fiir alle Graphen ein VC, dass
hochstens doppelt so viele Knoten enthalt wie ein minimales VC:

@ Sei F die Menge der ausgewdhlten Kanten, und sei
C ={u,v | {u,v} € F} das berechnete Vertex-Cover.

o Jedes Vertex-Cover C' muss u oder v enthalten, da sonst die
Kante {u, v} nicht abgedeckt wiirde. Also gilt:

> 51¢) = |cl<2ic!
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Algorithmen fiir Vertex-Cover

Algorithmus bindrer Entscheidungsbaum mit beschrankter Tiefe k:

function VC(G, k)
if k =0 und es gibt noch Kanten in G then return false

if es gibt keine Kanten in G then return true

nimm irgendeine Kante {u, v} von G
x:=VC(G —{u},k—1)

y = VC(G —{v},k—1)

return xV y

Laufzeit: O(2% - |G|)

Bemerkungen: Falls k konstant ist

o ergibt sich eine polynomielle Laufzeit und

o die asymptotische Laufzeit hdngt nicht von k ab.
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Algorithmen fiir Vertex-Cover

Laufzeitvorteil entspricht dem Quotienten n* /2K

@ Brute-Force-Ansatz: O(n* - |G|)
@ Binirer Entscheidungsbaum: O(2% - |G|)

le+14
k=2 ——
k=5 -------
k=8 --------
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1e+08 |- b
let06 T T i
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100 b
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Fixed Parameter Tractable (FPT)

Ein parametrisiertes Problem ist ein Paar (I, k), wobei I ein
Entscheidungsproblem ist, Z die Menge der moglichen Eingaben
fiir I ist, und k : Z — N eine Parametrisierung ist, die sich in
polynomieller Zeit berechnen lasst. Der Wert der Parametrisierung
sollte bei praktischen Anwendungen klein sein.

Ein Algorithmus A ist ein fpt-Algorithmus, wenn die Laufzeit fiir
jede Eingabe I € Z in O(f(k(I)) - |1]€) liegt, wobei f eine Funktion
und ¢ € N konstant ist.

Ein parametrisiertes Problem (I1, k) gehort zur Klasse FPT und
wird fixed parameter tractable genannt, wenn es einen
fpt-Algorithmus beziiglich k gibt, der I1 entscheidet.

Vertex-Cover ist in FPT beziiglich des Standardparameters k.

Die Idee bei parametrisierten Algorithmen: Beschranke die
kombinatorische Explosion auf den Parameter k.
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Fixed Parameter Tractable (FPT)

Kleine Parameter k finden sich in vielen Anwendungsbereichen:

@ Netzwerke: Positioniere eine kleine Anzahl k von Geraten wie
Router in einem groBen Netzwerk.

@ VLSI-Entwurf: Layout in der Chip-Produktion ist beschrankt
auf k < 30 Verdrahtungsschichten.

@ Algorithmische Biologie: Untersuchungen zu DNS-Sequenzen
der Lange n fiir k wenige Spezies.

Ein Problem [T kann beziiglich eines Parameters k; in FPT sein,
und beziiglich eines anderen Parameters k» nicht.
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Fixed Parameter Tractable (FPT)

Frage: Lasst sich fiir Vertex-Cover die Laufzeit noch weiter
reduzieren?

Die Verkleinerung von SuchbaumgroBen ist wichtig, wie wir bereits
bei dem 3-SAT-Problem gesehen haben.

Kernbildung: Reduziere die Eingabe durch Anwendung
verschiedener Regeln auf einen schweren, aber kleinen
Problemkern.

@ Reduziere die Eingabe (/, k) in Zeit O(p(|/])) auf eine
aquivalente Eingabe /I’, so dass die GréBe von I’ nur von k
und nicht von |/| abhdngt, und p ein Polynom ist.

o Lose die dquivalente Eingabe I’ mit erschépfender Suche. Die
Laufzeit fiir diesen Schritt hangt dann nur noch von k, aber
nicht von |/| ab.
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Kernbildung

Beobachtungen fiir ein Vertex-Cover V/ C V fiir einen Graphen
G=(V,E) mit |V'| < k:
@ Fiir einen Knoten v € V liegt v selbst oder seine gesamte

Nachbarschaft N(v) in V'

@ V' enthilt jeden Knoten v € V mit Knotengrad deg(v) > k.
Denn wiirde v nicht in V/ aufgenommen, dann miissten mehr
als k viele Nachbarn im Vertex-Cover liegen. 4

Jedes Vertex-Cover fur G hat mehr als k viele Knoten, falls

o A(G) < k ist, also jeder Knoten im Graphen G einen
Knotengrad hochstens k hat, und

o |E| > k? ist, also mehr als k? viele Kanten im Graphen
enthalten sind,

denn jeder der k Knoten kann hochstens k viele Kanten abdecken.
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Kernbildung

Sei G = (V, E) ein Graph und k € N. Der folgende Algorithmus
basiert auf den obigen Beobachtungen.

function VERTEXCOVER(G, k)

H:={veV|deg(v) >k} O(n)
if |H| > k then return false 0(1)
k' := k — |H| O(1)
G :=G—-H O(n- k)
if |E(G’)| > k - k' then return false O(n)
entferne alle isolierten Knoten aus G’ O(n)
berechne ein Vertex-Cover der GréBe k' in G’ O(2F - k?)

Laufzeit: O(n - k 4+ 2% - k?) mit n = |V| und k" < k.

Frage: Wie wird der Graph gespeichert, und wie werden die
einzelnen Operationen ausgefiihrt, um die angegebenen Laufzeiten
zu erreichen?
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Kernbildung

Wir speichern den Graphen mittels Adjazenzlisten: Zu jedem
Knoten wird eine Liste der Nachbarknoten gespeichert.

@ Jede Liste hat Lange O(n), da jeder Knoten hochstens mit
n — 1 anderen Knoten durch eine Kante verbunden sein kann.
@ Die Lange einer Liste wird in einer Variablen gespeichert und
kann daher in Zeit O(1) ermittelt werden: Beim Einfiigen in
oder Entfernen aus der Liste aktualisiere diese Variable.

Bleibt noch zu kliren, wie G’ :== G — H berechnet wird:

@ Losche fiir jeden Knoten v € H seine Nachbarschaftsliste.
= Ubrig bleibende Listen haben Linge héchstens k.
@ Durchlaufe jede verbliebene Liste und I6sche Knoten v € H.

= Hochstens n Listen der Lange hochstens k miissen durchlaufen
werden und Elemente daraus geléscht werden: O(n - k)
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Tiefenbeschrankte Suchbiume

Die Anzahl der zu lésenden Teilprobleme und damit die Laufzeit
hdngt von der Struktur des Baumes ab:

@ Bindrbaum: T(k)=T(k—1)+ T(k—1)+c

o allgemein: T(k) < T(k—t1))+...+ T(k—ts)+c
Der Vektor (ti,...,ts) heiBt Verzweigungsvektor.
Beispiel: Ein Bindrbaum hat den Verzweigungsvektor (1,1).

Die Zahl der Teilprobleme ist exponentiell in k, also T (k) € O(b¥),
wobei die Basis b vom Verzweigungsvektor abhidngt:

Vektor || (L1) | (1.2) | (1.3) | (14) | (1,5)
Basis b 2 1,618 | 1,466 | 1,381 | 1,325

Vektor || (2,3) | (3.3) | (3.3.6) | (3.4.6)
Basis b || 1,325 | 1,26 | 1,342 | 1,305
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Tiefenbeschrankte Suchbiume

Gedanken-Experiment fiir Vertex-Cover:

Angenommen, es gibt nach der Kernbildung immer einen Knoten v
mit deg(v) > 4.

@ Waihle in jedem Schritt entweder v oder alle seine Nachbarn
und verzweige im bindren Entscheidungsbaum entsprechend.

= Verzweigungsvektor (1, 4)
o Laufzeit: O(n- k + 1,381% - k?)

Problem: Es gibt nicht in jedem Schritt einen Knoten mit Grad
mindestens vier.

Idee: Verzweige in jedem Schritt je nach eintretendem Fall mit
Verzweigungsvektor (1,5), (2,3), (3,3), (3,4,6) oder (3,3,6) oder
hochstens einmal pro Pfad (1,4).

Gesamtlaufzeit: O(n - k + 1,342k . k2)
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Tiefenbeschrankte Suchbiume

Verzweige anhand der Bedingung mit der kleinsten Nummer:

O falls ein Knoten v mit deg(v) = 1 existiert ~ Regel 1
Q falls ein Knoten v mit deg(v) > 5 existiert ~ Regel 2
© falls ein Knoten v mit deg(v) = 2 existiert ~ Regel 3
@ falls ein Knoten v mit deg(v) = 3 existiert ~ Regel 4
© falls alle Knoten Grad 4 haben ~» Regel 5

Offensichtlich ist immer eine der obigen Bedingungen erfiillt.

Auf den folgenden Folien beschreiben wir die Regeln im Detail.
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Verzweigungsregeln

Regel 1: Es existiert ein Knoten v mit deg(v) = 1.

Sei w der Nachbar von v.

= Es kann nie besser sein, v statt w zu nehmen.

= Keine Verzweigung notig: Nimm w ins Vertex-Cover auf!
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Verzweigungsregeln

Sicher: alle Knoten haben Grad 2,3,4,5, ...
Regel 2: Es existiert ein Knoten v mit deg(v) > 5.

Ve RN

= Wahle entweder v oder alle Nachbarn von v.

= Verzweigungsvektor: (1,5)
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Verzweigungsregeln

Sicher: alle Knoten haben Grad 2,3 oder 4
Regel 3: Es existiert ein Knoten v mit deg(v) = 2.

Fall 1: Die Nachbarn a und b von v sind adjazent.

= Zwei der Knoten v, a, b miissen gewahlt werden
= Es ist nie besser v zu wahlen.

= Keine Verzweigung nétig: Nimm a und b ins Vertex-Cover auf!
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Verzweigungsregeln

Sicher: alle Knoten haben Grad 2,3 oder 4
Regel 3: Es existiert ein Knoten v mit deg(v) = 2.

Fall 2: Die Nachbarn a und b von v haben Grad zwei und einen
gemeinsamen Nachbarn w.

= Zwei der Knoten v, a, b, w miissen gewahlt werden.
= Es ist nie besser a und b zu wahlen.

= Keine Verzweigung: Nimm v und w ins Vertex-Cover auf!
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Verzweigungsregeln

Sicher: alle Knoten haben Grad 2,3 oder 4
Regel 3: Es existiert ein Knoten v mit deg(v) = 2.

Fall 3: sonst (a und b sind nicht adjazent, a oder b haben Grad
groBer als zwei oder haben keinen gemeinsamen Nachbarn)

= Falls a oder b gewahlt wurde: sinnlos v zu wahlen
= Wabhle entweder a und b, oder die Nachbarn von a und b.
= Verzweigungsvektor: (2, 3)
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Verzweigungsregeln

Sicher: alle Knoten haben Grad 3 oder 4
Regel 4: Es existiert ein Knoten v mit deg(v) = 3.

Fall 1: v ist Teil eines Dreiecks aus v, a und b.

= Falls ¢ gew3hlt wurde, macht es keinen Sinn, v zu wahlen.
= Fiige die Nachbarn von v oder die Nachbarn von ¢ hinzu.
= Verzweigungsvektor: (3, 3)
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Verzweigungsregeln

Sicher: alle Knoten haben Grad 3 oder 4
Regel 4: Es existiert ein Knoten v mit deg(v) = 3.

Fall 2: v ist Teil eines Vierecks aus v, a, d und b.

= In jedem Vertex-Cover sind zumindest v und d oder a und b
enthalten. Wenn a und b enthalten sind: sinnlos v zu wéahlen.

= Fiige a, b und ¢ oder v und d hinzu.

= Verzweigungsvektor: (2, 3)
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Verzweigungsregeln

Sicher: alle Knoten haben Grad 3 oder 4
Regel 4: Es existiert ein Knoten v mit deg(v) = 3.

Fall 3: v ist in keinem Dreieck oder Viereck enthalten
Fall a: deg(a) = 4 (analog fiir b oder ¢)

= Ein Vertex-Cover enthilt a oder alle Nachbarn von a.
= Ist a und (b oder c) enthalten: sinnlos v zu wahlen
= Verzweigungsvektor: (3,4,6)
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Verzweigungsregeln

Sicher: alle Knoten haben Grad 3 oder 4
Regel 4: Es existiert ein Knoten v mit deg(v) = 3.

Fall 3: v ist in keinem Dreieck oder Viereck enthalten
Fall b: deg(a) = deg(b) = deg(c) = 3 (sonst)

= Ein Vertex-Cover enthilt a oder alle Nachbarn von a.
= Ist a und (b oder c) enthalten: sinnlos v zu wahlen
= Verzweigungsvektor: (3,3, 6)
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Verzweigungsregeln

Regel 5: Alle Knoten haben Grad vier.

4 LX

@ Waibhle entweder v oder alle seine Nachbarn.
= Verzweigungsvektor (1,4)
@ AnschlieBend enthilt jeder Subgraph mindestens einen Knoten
mit kleinerem Grad!
= Die Regel wird pro Pfad nur einmal ausgefiihrt.
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Einschub: Regulare Graphen

Es gibt reguldre Graphen vom Grad 4:
Wrapped Butterfly Network:  Torus:

Bii
Bii
jibdnini
Y
jibdnani
LERIRERS

jibi
jibi

Knoten der oberen und unteren Reihe des Butterfly sind identisch.

Regularer Graph vom Grad 3: Cube Connected Cycles
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Einschub: Regulare Graphen

Aus zwei Kopien eines k-reguldren Graphen kann ein
k + 1-regularer Graph erstellt werden:
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Integer Programming for Vertex Cover

minimize
PO
veV

subject to
xy+x,>1 Y{u,v}eE
x, €{0,1} VYueV
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Ubersicht

Exakte Algorithmen fiir schwere Probleme

o 3-SAT
@ Vertex-Cover
® Independent Set

@ Palletizing Systems
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Algorithmen fiir Independent Set

Tiefenbeschrankte Suchbaume

@ nicht immer zum Losen von schweren Problemen geeignet

@ bei Maximierungsproblemen oft ungeeignet

Bei Maximum Independent Set ist eine moglichst groBe Teilmenge
gesucht:

@ der Suchbaum misste die Tiefe n haben

@ das wiirde aber zu einer groBen Laufzeit fiihren
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Algorithmen fiir Independent Set

Sei v ein beliebiger Knoten. Dann sei N(v) die Menge der
Nachbarn von v inklusive v selbst.

Algorithmus B1: Falls ein Knoten v ins |.S. aufgenommen wird,
dann sind alle Nachbarn von v nach Definition nicht im L.S.
function MAXINDEPENDENTSET(G = (V/, E))
if £ =0 then
return |V/|

let v be some arbitrary node in G

a:=1 + MAXINDEPENDENTSET(G — N(v))

b := MAXINDEPENDENTSET(G — {v})

return max{a, b}

Laufzeit: T(n)=2-T(n—1)+ p(n) € O*(2")
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Algorithmen fiir Independent Set

Obige Laufzeit ergibt sich, falls v keinen Nachbarn hat, also
N(v) = {v} ist. Dann sind beide rekursiven Aufrufe gleich.

Betrachten wir diesen Worst-Case genauer:
@ Wenn N(v) = {v} ist, also v keine Nachbarn hat, dann

gehort v zu jedem Maximum Independent Set und wir kdnnen
auf den zweiten rekursiven Aufruf verzichten.

@ Ansonsten hat v mindestens einen Nachbarn, und G — N(v)
hat hochstens n — 2 Knoten.

Wir kdnnen daher genauer abschitzen, mit unseren guten, alten
Freunden, den Fibonacci-Zahlen:

T(n) = max{ ;EZ : B b T(n—2) } +p(n) € O*(1,6181")
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Algorithmen fiir Independent Set

Neuer Worst-Case: v hat genau einen Nachbarn w.

o Entweder ist v oder w im Independent Set, aber nicht beide.
o Falls ein Independent Set w enthélt, dann gibt es ein ebenso
groBes Independent Set, das statt w den Knoten v enthilt.

@ Wir konnen also davon ausgehen, dass es ein Maximum
Independent Set gibt, das den Knoten v enthilt.

@ Daher muss der Graph G — {v} gar nicht untersucht werden,
es reicht aus, den Graphen G — N(v) zu untersuchen, der
hochstens n — 2 Knoten hat.

Falls v mehr als einen Nachbarn hat, dann hat G — N(v)
héchstens n — 3 Knoten, und wir schatzen ab:

T(n—1)
T(n) =maxg T(n—2) + p(n) € O*(1,4658")
T(n—1)+ T(n-3)
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Algorithmen fiir Independent Set

Neuer Worst-Case: Jeder Knoten hat Grad mindestens 2.

@ Falls G einen Knoten v vom Grad mindestens drei hat, dann
hat G — N(v) hochstens n — 4 Knoten.
@ Sonst hat jeder Knoten den Grad zwei. Sei u, v, w ein Weg in
G. Dann gilt fiir jedes maximale Independent Set:
@ Entweder v ist enthalten, aber u und w nicht, oder
@ u ist enthalten, aber seine beiden Nachbarn nicht, oder
@ w ist enthalten, aber seine beiden Nachbarn nicht.
In allen drei Fillen erhalten wir rekursive Aufrufe mit
héchstens n — 3 Knoten.

Laufzeit:
T(n—1)

T(n) = max ;EZ B f; Ty (P € O'(14423")
3-T(n-3)
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Algorithmen fiir Independent Set

Obige Laufzeit wird bestimmt durch den Worst-Case, wo jeder
Knoten Grad 2 hat. Schauen wir uns diesen Spezialfall genauer an:

@ Wenn jeder Knoten den Grad 2 hat, dann besteht jede
Komponente des Graphen aus einem Kreis.

@ Ein Kreis der Lange k hat maximal ein Independent Set der
GroBe | k/2].

@ Es ist also gar kein rekursiver Aufruf notig: Dieser Spezialfall
wird direkt in polynomieller Zeit gelost.

Daher ergibt sich als Laufzeit:

T(n—1)
T(n)=maxg T(n-2) + p(n) € 0O*(1,3803")
T(n—1)+T(n—4)
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Algorithmen fiir Independent Set

function MAXINDEPENDENTSET(G = (V, E))

if E =0 then
return |V/|

else if G hat Knoten v mit Grad 0 oder 1 then
return 1 + MAXINDEPENDENTSET(G — N(v))

else if G hat Knoten v mit Grad groBer als 2 then
a:=1 + MAXINDEPENDENTSET(G — N(v))
b := MAXINDEPENDENTSET(G — {v})
return max{a, b}

else
total :==0
for all Komponente K von G do

total := total + ||K|/2]

return total
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Algorithmen fiir Independent Set

Es gibt weitere Verbesserungen, die aber zunehmend komplex sind:

Fomin, Grandoni, Kratsch. Measure and Conquer: A simple
0O(29:288) independent set algorithm. Proceedings of SODA,

18 — 25, 2006.
Anmerkung: 202887 — 1.2200465"

Integer Programming for Independent Set

>

veV

maximize

subject to
Xut+x, <1 Yu,vieE
x, € {0,1} VYueV
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Ubersicht

Exakte Algorithmen fiir schwere Probleme

o 3-SAT

@ Vertex-Cover

@ Independent Set

@ Palletizing Systems
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Palletizing Systems

Palletizing systems are widely used in industry

@ end customer systems

@ used by home shopping companies like amazon
parcels are stacked-up onto pallets by amazon
pallets are brought to parcel service

at parcel service: unload pallets and sort by address
disposable/one-time parcels of different sizes

= 3 dimensional bin packing problem

¢ © e ¢

@ branch or agency systems
o used by chain store companies like Walmart, Metro,
Bertelsmann or pharmacies, book stores, etc.
o deliver goods from central distribution center to agencies
@ reuseable, equal sized bins
o avoid repacking of pallets
= Palletizing Systems
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Random Access Palletizing Systems

Palletizing Systems with random access storage

storage area main conveyor belt
T
FETESN  Th

@ NP-complete in general, but solvable in polynomial time for
fixed storage size or fixed number of stack-up places

@ NP-complete, even if sequence contains at most 9 bins for
each pallet

@ approximately solvable with error bounded by log(p)

@ on-line algorithms with competitive factor 2 for storage size
and number of stack-up places
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FIFO Palletizing Systems

Palletizing Systems with FIFO queues
@ NP-complete in general
@ solvable in polynomial time if number of
sequences is fixed
o fixed parameter tractable for number of
=1

pallets
@ solvable in polynomial time if number of stack-up places is
fixed

@ solvable by integer linear programming

@ practical instances can be solved by
breadth first search algorithm combined
with some cutting technique
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FIFO Palletizing Problem

FIFO Palletizing system

Given:
@ alist Q =(q1,-..,qk) of k sequences of
bins
° q1 = (b17"'7bn1)7 R
9k = (bnk—l+17 LR b"k)
@ bins are pairwise distinct
=0

o each bin b is labeled with a pallet
symbol plt(b)
Rules to keep:

@ p stack-up places

@ remove only the first bin of one sequence

@ pallets only hold equally labelled bins
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FIFO Palletizing Problem

Process Q = (g1, g2) with g1 = (b1, bo, b3, ba) = [a, a, b, b] and
a> = (b57 b6a sy blO) = [C, d, G, dv a, b]

remove open
ildqgi qh bin config. | pallets | front
0| [a,ab,b] [c,dc,dab bs (0,0) |0 {a,c}
1] [a,a,b,b]l [c,d,c,d,ab be (0,1) | {c} {a,d}
2| [a,a,b,b] c,d, c,d,a,b] by (0,2) | {c,d} | {a,c}
31| [a,ab,bl [c,d c,d,a,b] bg (0,3) | {d} {a,d}
4| [a,ab,b] [c,d c d, a,b] by (0,4) |0 {a}
51 [a,ab,bl [c,d c,d,a,b] by (1,4) | {a} {a}
6 |[a,ab,bl [c.d c,d,a,b] bg (2,4) | {a} {a, b}
7| [a,a,b,b] [c,d,c,d,a,b]| bio (2,5) |0 {b}
8| la,a,b,b] [c.d c,d, a,b] bz (2,6) | {b} {b}
9| [a,ab,bl [c,dc,da,b] by (3,6) | {b} {b}
10 | [a,a,b,b] [c.d,c,d, a,b] - (4,6) |0 0
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FIFO Palletizing Problem

Problem

e Given: A list @ = (g1, ..., qk) of sequences and a positive
integer p.

@ Question: Is there a processing of @, such that after each
transformation step at most p pallets are open?

Solution A processing can always be described by the order, in
which the bins are removed from the given sequences, in our

example
(bs, bs, b7, bg, b1, b, bg, b1, bz, bs).

Basically, such a bin solution is a permutation, i.e. a bijective
function 7 : [n] — [n] that fulfills special constraints.

[n]:={1,...,n}
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FIFO Palletizing Problem is NP-complete

queue system Qg for some given graph G = (V, E):

@ for each node v € V we get some pallet v

@ for each edge {u, v} € E we get sequences [u, v] and [v, u]

example:

o1 = [a, b], qo2 = [b, 3]

qo3 = [b, c], qoa = [c, b]

qos = [c,d], qos = [d, c]

do7r = [da e], dog = [ea d]

qoo = [a, €], q10 = [e, 4]

qi1 = [a, c], 12 = [c, 3]

qi3 = [c, €], qua = [e, ]
path-decomposition of width 2 is X = (X1, X2, X3) where
X1 ={a,b,c}, Xo ={a,c,e}, X3 ={c,d,e}
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FIFO Palletizing Problem is NP-complete

@ path-decomposition of width 2 is X = (X1, X2, X3) where
X1 ={a,b,c}, Xo ={a,c,e}, X3={c,d, e}

@ nice path-decomposition is Y = (Y1,..., Yi0) where
Y1 ={a}, Ya={a, b}, Y3={a,b,c}, Ya={a,c},
Ys ={a,c,e}, Yo ={c,e}, Yo ={c,d,e}, Ys ={d, e},
Yo ={e}, Yio=10
introduce bags: Y1, Y2, Y3, Y5, Y7
forget bags: Y4, Ys, Ys, Yo, Y10

@ pallet solution obtained from introduce bags: a, b, c, e, d
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FIFO Palletizing Problem is NP-complete

The notion of pathwidth was introduced by N. Robertson and P.D.
Seymour: Graph minors. |. Excluding a forest. Journal of
Combinatorial Theory, Series B, 35:39-61, 1983.
A path-decomposition of a graph G = (V, E) is a sequence
(X1, X2,...,X;) of subsets of V, such that the following holds:

e jU...UX, =V

o for each edge {u, v} € E thereis an i, 1 < < r, such that
u,v e X;

o forall /,j,k with 1 <i < j <k <ritholds X; N X, C X;

The width of a path-decomposition (X, ..., X;) is
maxi<j<, | Xi| — 1. The pathwidth of a graph G = (V, E) is the
minimum width over all path-decompositions of G.
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FIFO Palletizing Problem is NP-complete

The problem of finding path-decompositions with optimal width
has been shown to be NP-complete by S. Arnborg, D.G. Corneil,
and A. Proskurowski: Complexity of finding embeddings in a
k-tree. SIAM Journal of Algebraic and Discrete Methods,
8:277-284, 1987.

Pathwidth <, FIFO Palletizing Problem

@ build the queue system Q¢ from graph G

@ G has pathwidth at most p if and only if Q¢ can be processed
with at most p + 1 stack-up places

idea:

® Let Xj,...,X;, be the introduce bags of a nice path-
decomposition of G, and let T = (t1,...,ty) be the order of
vertices such that Xj introduces t;.

@ Open the pallets in the order of T.
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Processing graph

The processing graph Pg = (V, E) has a vertex for each
configuration during a possible processing of Q.

@ Each vertex v is labeled by the configuration (vi, ..., vk), and
by the number of open pallets #open(v, ..., vk).

@ There is an arc from vertex u labeled by (u1, ..., ux) to vertex
v labeled by (vi,...,v) if and only if all elements of the
vector are equal except u; = v; — 1 for exactly one element.

The processing graph can be constructed in time O(k - (N + 1)),
where k is the number of sequences, and N is the maximum
number of bins in the sequences.

@ can be processed with at most p stack-up places, if there is a
path in Pg from the vertex representing the initial configuration to
the vertex representing the final configuration such that the
maximum vertex label on that path is p.
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Processing graph

example: Q@ = (g1, g2) where g1 = [a, b, a, b] and
a = [Ca da G, d7 a, b]

A 1 a,b}
y
}_>1[<1,4> (a)}_>-(1 5) , )@
b¢ b b
a b)}_a?[(%) a b)}_b;[(%) a b)]
Y Y 2y
9 63’0)(3,& 3 3 (3'(1e:,b,c)}—d>4[(?é,2b) Hg(ﬁ)b = 4)ab)}—>[(3 > b}_b>[(3’6) (h)]
b b by b

o d a b
1(4,0) 7RIS ) ) 3 [(4,5) ; >|(4,s)
5 (a‘b)‘ 3 (agbc). i [{a b.e.d) “Eha a,b} 1 [ (b} o n]

path-finding in time O(|V| +|E|) € O(k - (N + 1)¥) by topological
sorting and dynamic programming
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Integer Programming |

PERMUTATION(n, x{)

To realize a permutation 7 we use n® binary variables x,J i,j € [n],
such that x! is equal to 1, if and only if bin b; is placed at position
Jj by m and we use the following constraints.

@ every position j is occupied by a bin, i.e.

fo =1 for every j € [n]
i=1

@ every bin b; has been put on a position, i.e.

fo =1 for every i € [n].

Jj=1
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Integer Programming |

SEQUENCEORDER(q1, . . - , gk, x{)

preserve the relative order of the bins of each sequence in 7:

(bs, bs, by, bg, by, by, by, big, b3, bs) — q1
(bs, bs, b7, bg, b1, ba, bo, bio, b3, bs)  — o

Q= (eooiby onnn .. by ... )
I=xl x?2 B3 xt x> x5 T X2 X
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0O 0 0
0 0 0 0 0 0 1
.
J=xl %2 3| x* x® x% x7 x%....... X?
1 1 1 1 1 1 1 1

. ./ ./ . j
I<I/\_j<j:>X’J< —x!
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Integer Programming |
Open Pallets
Voodoa Ve

i€[n]j<e,plt(b;)=t i€[n]y>L,plt(b;)=t
<= pallet t is open after the ¢-th transformation step
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Integer Programming |

ILP based on bin solutions
minimize p subject to the constraints
® PERMUTATION(n, xf)

@ SEQUENCEORDER(q1, - - -, Qk, x{)
@ for every ¢ € [n] it must hold

SV A AV )

t=1 “ig[n],j<tplt(b;)=t i€[n] j>¢,plt(bj)=t

number of open pallets after the ¢-th transformation step

F. Gurski: Efficient Binary Linear Programming Formulations for
Boolean Functions. Statistics, Optimization and Information
Computing, Vol 2, 274 — 279, 2014.
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Integer Programming |

F. Gurski: Efficient Binary Linear Programming Formulations for
Boolean Functions.

@ Every conjunction x; A x» can be realized by introducing a
new variable x3 and three conditions

x3—x1 <0, x3—x <0, xg+x—x3<1

such that finally x3 = x1 A x2.
@ Every n-ary disjunction x; V x» V...V x, can be realized by
introducing a new variable x,+1 and n+ 1 conditions

xX1—Xp1 <0

IN

Xn — Xn+1

X1+x+...+Xp—Xpy1 > 0

such that finally x,11 = x1 Vxo V...V xp.
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Breadth First Search

Decision Graph for p = 2

B —
ENFAEN T
—
o
— =
ENEN [~
1,1 2,2
1
N N
T1 =(3,2,1) is a pallet solution. ———
T2 = (1,2,3) is no pallet solution. —_ =

Effiziente Algorithmen
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Breadth First Search

Q = (g1, g2) where g1 = [a, b, a,b] and g2 = [c,d, c,d, a, b].

(0,0)

0
‘Y

(1,0)

1
by
(4,0
2

{a,b}

{a}

c 0,1 “ d 0,4) )
C|
1 0
Y Y
¢ (1,1 d (1,5)3
9 a,c} 1 {a}
by by
[ (7R

{a,b,c}

MM) J

0

number of nodes in decision graph: O((m + 2)¥), where m is the

number of pallet symbols, and k is the number of sequences

decision graph can be built in time O(n? - (m + 2)¥), where n is
the total number of bins

number of edges in decision graph: O(k - (m + 2)k)

breadth first search needs time O(k - (m+2)%) = cut the graph

Effiziente Algorithmen
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Breadth First Search

Algorithm BFS(p)
for /.= p to m do
for each configuration C € L[¢ — 1] do
for each sequence g; do
remove first bin of g; and do all automatic steps
call the reached configuration C
if (Cs is not in L[¢] and #open(Cs) < p) > CUT!
append(Cs, L[{])
if (Cs is final) return G
if £ — 1+ p then erase(C, L[¢ —1])

Iterative process

Pmax =1
put initial configuration to list L[0]
while BFS(pmax) yields no solution do

Pmax := Pmax + 1
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Integer Programming |l

Sequence Graph Gg
Given: A list Q = (qu1, ..., qk) of k sequences.
Build: A digraph Gg = (V, E) such that

o V = plts(Q) and

o E={(u,v) |u#vand3Ig=[...,u,...,v,...] € Q}.
Pallet u has to be opened before pallet v can be closed.

Example
Go
Q= (q1, ) (c]
@ g1 =[a,a,b,b] = e @
o g =|c,d,c,d, a,b] o
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Integer Programming |l

Digraph Gg = (V, E) can be computed in time O(n 4+ k - m?),
where n is the number of bins and m the number of pallets.

Theorem A list of sequences @ can be processed with < p
stack-up places if and only if Gg has directed pathwidth < p — 1.

Theorem (Yang/Cao, Discrete Applied Mathematics, 2008)
Directed pathwidth equals directed vertex separation number:

i L(i,m, G) | 3 R(i,m, G): E
ﬂgl(nc)lgr?gf(V\‘{ue (i,m,G) | v € R(i,7,G) : (v,u) € E}|
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Integer Programming |l

ILP based on directed vertex separation number

To realize permutation 7 we define m? binary variables xf € {0,1}
for i,j € [m], such that x] = 1 if and only if pallet / has mapped
on position j.

We use some integer valued variable p in order to count the
vertices on the left which are adjacent to vertices on the right side
of the cuts and have the following constraints.

c
Z Y(j,c) < p for every c € [m — 1]

where

Y(j?C): \/ (X{/\ /’)

j’E{c+1,...,m}, i7i/€[m]$ (V,-/,V,‘)GE
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Integer Programming |l

Y(j,c) = \V (< Ax) e {o,1}.

j'e{c+1,....m}, i,i"e[m], (vi,v;)€E

for each edge (vjr, v;) € E where

i’ is mapped on j': x{,/ =1
i is mapped on j: xlf =1

we have (x{ /\xf,/) =1
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Fixed Parameter Tractability

H.W. Lenstra: Integer programming with a fixed number of
variables. Mathematics of Operations Research, 8:538 — 548, 1983.

@ integer linear programing is fixed-parameter tractable for the
parameter number of variables

= the FIFO Palletizing problem is fixed parameter tractable for
parameter m.

Aims of Parameterized Algorithms and Computational Experiments
Challenge https://pacechallenge.wordpress.com/

@ provide a bridge between the theory of design and analysis of
algorithms and the algorithm engineering practice

@ inspire new theoretical developments

@ produce universally accessible libraries of implementations and
repositories of benchmark instances

@ encourage the dissemination of these findings in scientific

papers
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Ubersicht

e © © 6 © ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

Effiziente Algorithmen

Einleitung
Entwurfsmethoden

Sortieren

Auswahlproblem
Graphalgorithmen
Vorrangwarteschlangen
Suchbdume

Textsuche

Amortisierte Laufzeitanalysen
Algorithmische Geometrie

Randomisierte Algorithmen
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Ubersicht

Entwurfsmethoden
@ divide and conquer
@ dynamic programming
o greedy
@ local search
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Divide and Conquer

Entwurfsprinzip:

@ Divide the problem into subproblems.
@ Conquer the subproblems by solving them recursively.
@ Combine subproblem solutions.

Beispiele:

@ Binare Suche
@ Potenzieren einer Zahl
@ Matrix-Multiplikation

@ Quicksort
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Potenzieren einer Zahl

Problem: Berechne x" fiir ein n € N.

o Einfacher Algorithmus:
erg := 1
for i := 1 to n do
erg := erg * X

— Laufzeit: ©(n) Multiplikationen

@ Divide & Conquer:

n n
2. x2 falls n gerade
n

1
2 -X 2 -Xx sonst

— Laufzeit: T(n) = T(n/2) + c € O(?77)
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Losen von Rekursionsgleichungen

Induktive Einsetzungsmethode

@ Rate eine Losung und bestatige diese durch vollst. Induktion.
e Beispiel: Fir T(n) =2- T(n/2) + b “raten" wir
T(n) < c-n— a als Lésung und rechnen nach:

T(n)=2-T(n/2)+b < 2-(c-2—a)+b

2
< c¢c-n—2a+b
= c-n—a+(b—a)
< c-n—afirb<a

@ Problem ist falsches Raten. Nehmen wir bei obigem Beispiel
T(n) € O(n) an, also T(n) < c- n, dann erhalten wir:
T(n)=2-T(n/2)+b < 2:(c-3)+b
< c-n+by
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Losen von Rekursionsgleichungen

Iterative Methode

@ Setze Rekursionsgleichung fort bis zu einer geschlossenen
Form.

e Beispiel: T(n)=2-T(n/2)+ b

T(n) = 2-T(n/2)+b
— 2.(2-T(n/4)+b)+b=4-T(n/4)+3b
4.(2-T(n/8)+b)+3b=8-T(n/8)+7b

= 2K . T(n)2+(2k-1)-b
Fiir n = 2K <= log,(n) = k und T(1) = const erhalten wir:

T(n)=n-T(1)+(n—1)-be O(n)
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Losen von Rekursionsgleichungen

Variablensubstitution
@ Ersetze n durch einen Ausdruck, so dass die
Rekursionsgleichung eine bekannte Form bekommt.

e Beispiel: Fir T(n) =2 T(y/n) + log,(n) mit der
Substitution m = log,(n) <= 2™ = n erhalten wir

T™ = 2-T(V2™)+m
= 2.T(2%)+m

Lose Gleichung mit einer der ersten beiden Methoden.
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Matrix-Multiplikation

Eingabe: zwei n X n-Matrizen A und B
Ausgabe: C=A-B

Es gilt:

€11 ' Cin a1l - an b11

€1 tr Con a1 -+ an b1

Chl " Cpn dnl ' dnn bnl
mit

n
ci =Y aik- by
k=1
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Matrix-Multiplikation

Einfacher Algorithmus:

for i :=1 to n do
for j :=1 to n do
clil[jl =0
for k := 1 to n do
clil[j1 := c[il[j] + alil[k] * blk][j]

— Laufzeit: ©(n%) Additionen/Multiplikationen

Die Laufzeit ergibt sich aus der TabellengroBe mal Aufwand pro
Eintrag: Die Tabelle hat n? Eintrige, fiir jeden Eintrag wird eine
Summe iiber n viele Produkte gebildet.
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Matrix-Multiplikation

Aufteilen der n x n-Matrizen in jeweils vier 7 x 5-Matrizen:

(o) - G9) - G

C = A : B
mit
r = ae+ bg
s = af + bh 8 Multiplikationen von 7 x 7-Matrizen
t = ce+dg 4 Additionen von 7 x 3-Matrizen
u = cf+dh
— Laufzeit: T(n) =8-T(n/2)+4-(n/2)?>=... € O(n)
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Matrix-Multiplikation: Strassens Idee

Pa= (axh)-h Ps+ Py— Py + P

Py = (c+d)-e r = Ps+FPy—FP2+Fp
und s = P+ P

o= dle—e) t = P3+P

Ps = (a+d) (e+h) - P3+P“ N

Ps = (b—d)-(g+h) R

P; = (a—c)-(e+f)

— Laufzeit: T(n)=7T (g) 118 (5)2 e @(nbgg 7) ~ @(n2.807)
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Matrix-Multiplikation: Strassens Idee

Vergleich der Laufzeiten unter der Annahme, dass ein Rechner
20 - 10° charakteristische Operationen pro Sekunde ausfiihren kann:

n2-807 ‘ n2-397 ‘

n H n time H time H time ‘

1e3 1e9 <1ls 2.64e8 | <1s 1.55e7 <1ls
10e3 || 1lel2 50 s || 1.69el1 9s 3.87€9 <ls
100e3 || 1lel5 14 h || 1.08e14 | 90 m || 9.66ell 49 s
1.000e3 || 1e18 2| 6.95e16 | 40t | 2.41el4 | 201l m
10.000e3 || 1e21 | 1.585j || 4.46e19 | 71 || 6.01el6 351

il

s: Sekunden, m: Minuten, h: Stunden, t: Tage, j: Jahre
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Einschub: Characteristische GroBen

Beachte: Obige Laufzeitabschatzungen zur Matrixmultiplikation
zahlen nur die Anzahl der Multiplikationen und Additionen. Wir
beriicksichtigen dabei nicht die GroBe der Zahlen!

@ Addition zweier Zahlen der Lange ¢ nach Schulmethode: O(¥)
@ Multiplikation zweier Zahlen der Lange ¢ nach

o Schulmethode: O(£?)
o Karazuba: O(£'°8:03)) = O(¢:5849)
o Schénhage/Strassen: O(¢ - log(¥) - log(log(¥)))

Die Laufzeit der einfachen Matrix-Multiplikation unter
Beriicksichtigung der GroBe der Zahlen ergdbe nach

@ Schulmethode: O(n? - £2)
o Karazuba: O(n? - /'oe2(3))
@ Schonhage/Strassen: O(n - £ - log(¢) - log(log(¥)))
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Einschub: Karazuba-Algorithmus

Die Zifferntupel seien X = (x2p—1...x0)p und Y = (y2pn—1...¥0)p-

Jedes Zifferntupel aufspalten in zwei Tupel der Lange n:
Xn=(xan—1--.Xxn)p und X;=(Xp—1...X0)p
Yo =(y2n-1---Yn)b und Y= (Yn-1---Y0)b-
Damit ist X = Xpb" 4+ X; und Y = Y,b" 4+ Y, und wir erhalten
XY = Xp Ynb®" + (XnY) + X Yp) b" + X, V).
Den Term X,Y; + X; Y}, in andere Form bringen:

XoYi+XiYn = (XeYa+XoYi+ XY+ XiY)) — (XnYn+ X1 Y))
= (Xp+X)(Yn+Y)— (XnYn+XiY)).

Dann sind im Produkt nur noch drei Produkte enthalten:

XY = b+ ((Xn + X)) (Y + Y1) — ( +X1Y1)) b" + XY
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Rekursionsgleichungen

Master-Theorem:

T(n)=a- T(n/b) +©(n*) mit

Unterscheide drei Fille:
o fiir a < bX gilt: T(n) € ©(n¥)
o fiir a = b* gilt: T(n) € ©(n* -log(n))
o fiir a > bk gilt: T(n) € ©(n'°8s2)

Herleitung: — nachste Folien

T(1) € O(1)
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Master-Theorem

Wir nutzen die iterative Methode und erhalten:
T(n) = a-T(n/b)+ cnk
a-la- (n/b2)+c(n/b)k] + cnk
= a2 T(n/b?) + cn* - (1 + a/b¥)
= a%-[a- T(n/b%) + c(n/b*) ] + cn® - (1 + a/b")
= a°-T(n/b%) + cn® - (1 + a/b* + (a/b")?)

~

(-1
= &' T(n/b")+ cn*- ) (a/b¥)

i=0
mit n/b* =1 <= n= b’ und somit £ = log,(n) gilt:
log,,(n)—1
T(n) = a°%(" . T(1) + en® - (a/b¥)
i=0
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Master-Theorem

Wir hatten festgestellt:

T(n)=a) . T(Q)+cnk- Y (a/bk)

Fall 1: a = b¥

log,(n)—1
T(n) = a8 4 cnk. Z 1
i=0
= ()5 4 ek - log,(n)
= (Boss(M)k 4 ek log,(n)
= ¥+ cnk - logy(n)
€ O(n*-log(n))
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Master-Theorem

Wir hatten festgestellt:

log,(n)—1

T(n) = a°&:(" . T(1) + en Z (a/b*)!

i=0
Fall 2: a < bk

¢ 1 (a/bt)eest
1—a/bk

T(n) = a'°&(" 4 ¢n

Es gilt:
o a'o8s(n) (bIOgb )logb(n) = (blogb(n))logb(a) — nlogs(a) ynd
wegen a < bk gilt: n'°8s(2) < plogs(b*) — pk

. 1—(a/b* log, () 1
o lim,_ (1£a/)bk = T = konstant

und daher gilt: T(n) € ©(n¥)
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Master-Theorem

Wir hatten festgestellt:

log,,(n)—1
T(n) = a°%(M . T(1) 4 cn® Z (a/bX)
i=0
Fall 3: a > b*
kylog,(n) _
_ logy(n) (a/b )
T(n)=a + cnk 2/bF—1

Da a/b* — 1 konstant ist, kdnnen wir eine neue Konstante &
einfithren und es gilt: T(n) = n'°8s(a) 4 &nk . ((a/b¥)loes(n) — 1)
AuBerdem gilt:
(a/bk)logs(n)  —  logs(n) /( pkylogs(n)
n'°86(2) /( ploge(n) )k

n|0gb(3)/nk
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Master-Theorem

Damit erhalten wir:

T(n) = n'8) L ank. ((a/bk)oes(n) — 1)
n'°8(a) 4 2pk . ((n'986(2) /pky — 1)
n|°gb(3) +¢- n|°gb(3) — ank

Wegen a > b¥ gilt n'ogs(2) > n'ogs(b“) = nk und wir erhalten

schlieBlich:
T(n) € @(n'°gb(a))
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Rekursionsgleichungen

Beispiele:
@ Binidre Suche:a=1,b=2, k=0

a=b" = T(n)=0(n*log(n)) = O(log(n))

@ Matrix-Multiplikation: a=8, b=2, k =2

a>b" = T(n)=0(n'e?) =0(n)

o Merge-Sort: a=2,b=2, k=1

a=b" = T(n)=0(n*-log(n)) = O(n-log(n))
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Ubersicht

Entwurfsmethoden
@ divide and conquer
@ dynamic programming
o greedy
@ local search
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Dynamische Programmierung
Motivation: berechne Fibonacci-Zahlen rekursiv, top down

long fibo(int n) { f(5)
long f1, f2;

f(4)
if (n <= 1)

f(3)
return n; f(3) f(2) f(2) \ f(1)
f1 = fibo(n-1); /ﬁ%\\ f(y\/f(1) f0)Y (1) £(0)

£2 = fibo(n-2);
return f1 + f2; f(1)  f0)

3

Problem: Zwischenlésungen werden mehrfach berechnet!
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Dynamische Programmierung

Losung: Speichere bereits berechnete Zwischenldsungen in einer
Tabelle. Diese Technik nennt man Memorieren. Es ist immer noch
ein Top-Down-Ansatz.

long fibo(int n) { if (£ib[n-2] >= 0)
long f1, £2; £2 = fib[n-2];
else {
if (fib[n-1] >= 0) f2 = fibo(n-2);
f1 = fib[n-1]; fib[n-2] = £2;
else { }
f1 = fibo(n-1);
fib[n-1] = f1; return f1 + £2;
} }

Frage: Wie kann das Programm vereinfacht werden?
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Dynamische Programmierung

Dadurch ergibt sich folgende Struktur der rekursiven Aufrufe:

V/V

4%]?

V/V

]12 —F
Fo

Gestrichelte Linien stellen den Zugriff auf bereits gespeicherte,
memorierte Werte dar.
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Dynamische Programmierung

Bottom-Up-Ansatz: Aus Rekursion wird Iteration, indem aus
kleinen Teillosungen groBere Losungen berechnet werden.

long fibo(int n) {

int i;
fib[0] = 0;
fib[1] = 1;

for (i = 2; i <= n; i++)
fib[i] = fib[i-1] + fib[i-2];

return fib[n];

Untypisches Beispiel fiir dynamische Programmierung: es fehlt die
Optimierung!
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Matrix-Kettenmultiplikation

Gegeben: n Matrizen My, ..., M,, wobei M; eine p;_1 X p;
Matrix ist, also p;_1 Zeilen und p; Spalten hat.

Gesucht: Eine Klammerung, so dass My -...- M, mit minimaler
Anzahl an skalaren Multiplikationen erfolgt.

Anmerkung: Multiplikation p x g Matrix mit g X r Matrix erfordert
p - q - r Multiplikationen und liefert p x r Matrix.

Beispiel: My, Mz, M3 haben die Dimensionen (50 x 10), (10 x 20)
und (20 x 5). Dann sind bei

o (My-M)-M; — 50-10-20+50-20-5 = 15.000
@ M;-(My-M;3) — 10-20-5+50-10-5 = 3.500

Multiplikationen erforderlich!
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Matrix-Kettenmultiplikation

Naiv: Ausprobieren aller moglichen Klammerungen.
n—1
Kn=Y _ Kj-Knpj mit Ky =1
j=1

Erklarung:

@ Es gibt n — 1 mogliche duBere Klammerungen.

@ Bei Aufteilung in My --- M; und Mj 1 --- M, verbleiben K;
bzw. Kj,_; innere Klammerungen.

Losung der Rekursionsgleichung: Catalansche Zahlen
2n 1 4"
Kot = C(n) = Ql ==
1 (n) (n)n—i—le <n1-5>
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Matrix-Kettenmultiplikation

Bezeichne m(i,j) die minimale Anzahl skalarer Multiplikationen bei
optimaler Klammerung des Abschnitts M; - - - M;.

Sei (M;--- My) - (My41 - -- M) die optimale Klammerung des
Abschnitts M; - -- M;. Dann gilt:
m(’:]) = m(’? k) + m(k + 171) + pi-1- Pk - Pj

— Optimalititsprinzip: Eine optimale Losung kann aus optimalen
Teillésungen zusammengesetzt werden.

Da wir die optimale Klammerung nicht kennen, miissen wir alle
moglichen Werte fiir k ausprobieren und dann den minimalen Wert
wahlen. Damit ergibt sich folgende Rekursionsformel:

. . 07 I:J
m(i,j) = { r<nk|2(m(l, k) + m(k+ 1))+ pi-1-Pk-pj)s 1 <J
i<k<j
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Matrix-Kettenmultiplikation

Ubung:

© Formulieren Sie einen rekursiven Algorithmus zur Ldsung der
Matrix-Kettenmultiplikation. Welche Laufzeit hat |hr
Algorithmus?

© Wie sieht eine Losung mittels dynamischer Programmierung
aus und welche Laufzeit hat diese Losung?

© Wie kann der Algorithmus erweitert werden, so dass auch die
optimale Klammerung bestimmt wird?
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0/1-Rucksack-Problem

Packe einen Teil von n Objekten mit den GrdBen g3, ..., g, und
den Werten wy, ..., w, so in einen Rucksack der GroBe G, dass der

Gesamtwert maximal ist.

Formal: Finde einen 0/1-Vektor (ai,...,a,) € {0,1}" mit

n n
Zaigi < G und Za;w,- — max.
i=1 i1

Formulierung als Integer Programm!
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0/1-Rucksack-Problem

Rekursiver Algorithmus: Sei knap(h, i) der maximale Wert, der
mit den Objekten i,..., n und RucksackgréBe h erreicht werden
kann. Dann gilt:

knap(h, i) = max{knap(h,i+ 1), w; + knap(h — gj,i + 1)}

knap(h,i+ 1), i<nh<g
knap(h,i) =< 0, i=n,h<gp
W, i=nh> gy

Ubung:

© Implementieren Sie obigen Algorithmus. Laufzeit?

© Losung mittels dynamischer Programmierung? Laufzeit?

Effiziente Algorithmen Entwurfsmethoden :: Dynamische Programmierung 273 / 1138



0/1-Rucksack-Problem

Beispiel: g = (10,20,30), w = (60,100, 120), G = 50

50 verfiigbares Gewicht
0 erzielter Wert

Y /\

50 40
0 60
. /\ %\
50 30 40 20
0 100 60 160

a3 o/\101 V\1 0/\1

50 20 30 0 40 10 20 1
0 120 100 | 220 60 180 160
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0/1-Rucksack-Problem

Probleme:

O Laufzeit des rekursiven Algorithmus: O(2")

© Memorieren bringt hier nicht viel, da nur wenige Teilldsungen
wiederverwendet werden konnen. Beispiel: rekursive Aufrufe
zu g = (6,14,8,12,10,18) mit G = 30.

. — T O N
S AN

o

P N A VAN A
AN /ﬂhﬁ\JXl PA AR
30/X2 24\2 14\0 ‘ 22/\4 12 10 16 ‘6 4 i 24/\6 14 12 2 IL 6 4 10 2
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0/1-Rucksack-Problem

Versuch: Bottom-Up-Strategie

FOR i:=n DOWN TO 1 DO
FOR h:=0TO G DO
berechne knap(h, i) nach obiger Formel

— Laufzeit € O(n- G)
Beispiel: g = (1,2,3), w = (6,10,12), G =5

(AhJof1]2]3]4][5]
3 [0]0]0 |12|12|12
2 [0]0|10|12|12| 2
1 0610|1618 22
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0/1-Rucksack-Problem

Ubung:

@ Welcher Algorithmus ist besser? Der rekursive mit Laufzeit

O(2") oder der mittels dynamischer Programmierung und
Laufzeit O(n- G)?

@ Ist die Laufzeit von O(n - G) nicht ein Widerspruch zur
Tatsache, dass das 0/1-Rucksack-Problem NP-vollstandig ist?
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Polygon Triangulierung

Gegeben: Ein konvexes Polygon aus Punkten (pi, ..., pn).
Gesucht: Eine Teilmenge B der Menge aller Saiten (auch
Sehnen genannt) mit den Eigenschaften:

@ Keine zwei Saiten aus B kreuzen sich und
@ die Saiten aus B teilen das Polygon in Dreiecke.

Beispiel:
0,2) (1,2 0,2) (1,2)
2,1 (2,1)
0,00 (1,0) 0,00 (1,0)
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Polygon Triangulierung

Sei w(i,j, k) der Umfang des Dreiecks Ap;pjpi. Die Kosten einer
Triangulierung ist die Summe {iber den Umfang aller Dreiecke.

Im Beispiel:
(1+2+V5) (1+2+/5)
+ (1+2+5) + (V2+V5+V5)
+ (2+V2+vV2) + (1+V2+V5)
= 8+2V2+2V5 — 442V2+45
~ 15.30 ~ 15.77
Ubung

@ Formulieren Sie einen rekursiven Algorithmus fiir das Problem.
Welche Laufzeit hat lhr Algorithmus?

@ Losung mittels dynamischer Programmierung? Laufzeit?
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Levenshtein-Distanz

Die Levenshtein-Distanz zweier Worter a und b wird auch als
Edit-Distanz, Editierdistanz oder Editierabstand bezeichnet.

Sie bezeichnet ein MaB fiir den Unterschied zwischen zwei
Zeichenketten beziiglich der minimalen Anzahl der Operationen
Einfiigen, Léschen und Ersetzen, um die eine Zeichenkette in die
andere zu iiberfiihren.

Beispiel: Die Edit-Distanz von Tier und Tor ist zwei.
Tier — Toer (ersetze i durch o) — Tor (Ldsche e)

In der Praxis: Bestimmen der Ahnlichkeit von Zeichenketten zur
Rechtschreibpriifung oder bei einer Duplikaterkennung.
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Levenshtein-Distanz

Rekursiver Algorithmus: Sei D; j der minimale Editierabstand
zwischen den Teilwortern bis Position i bzw. j. Dann gilt initial:

Doo=0, Doj=j, Diog=1i
AuBerdem gilt:

Di—l,j—l +0 falls a; = bj
Di_1j-1+1 ersetze a; durch b;
D;j—1+1 Einfiigen
D,'_]_J + 1 Loschen

D,',j = min

Ubung:

@ Gilt das Optimalitatsprinzip?

© Implementieren Sie obigen rekursiven Algorithmus und eine
Losung mittels dynamischer Programmierung.

© Vergleichen Sie die beiden Laufzeiten fiir einige Beispiele.

Effiziente Algorithmen Entwurfsmethoden :: Dynamische Programmierung 285 / 1138



CYK-Algorithmus (Cocke, Younger und Kasami)

Fiir kontextfreie Grammatiken, die in Chomsky-Normalform
vorliegen, kann das Wortproblem effizient geldst werden.

Wortproblem:
Ist ein gegebenes Wort x in der Sprache L(G)?

Dabei ist G eine Grammatik in Chomsky-Normalform und
L(G) die durch die Grammatik G erzeugte Sprache.

Chomsky-Normalform: Kontextfreie Grammatik G mit € € L(G),
wobei alle Regeln eine der beiden Formen haben:

o A— BC
o A—a

Dabei stehen A, B, C fiir Variablen und a fiir ein terminales
Symbol.
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CYK-Algorithmus

@ Ein Wort x = a der Lange 1 kann nur aus einer Regel der
Form A — a abgeleitet werden.

@ Ein Wort x = ajas ... a, mit n > 2 kann nur abgeleitet
werden, wenn zunichst eine Regel A — BC angewendet wird.

A @ Von B aus wird ein
Anfangsstiick von x abgeleitet
und von C aus wird das

B C Endstiick abgeleitet.

@ Dann kann das Wortproblem
auf zwei entsprechende
Entscheidungen fiir Worter der
Lange k und n — k
aias ... ak Ak41---dn zuriickgefiihrt werden.
Da wir k nicht kennen, miissen alle Werte von 1 bis n— 1 in
Betracht gezogen werden.
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CYK-Algorithmus

Bezeichne x; ; das Teilwort von x, das an Position i beginnt und
die Lange ¢ hat.
A

@ In T[i, ] notieren wir, aus A

welchen Variablen das Wort B C
x; ¢ abgeleitet werden kann.

@ X =ajay...a, ist aus L(G),
falls am Ende S € T[1,n]
gilt.

g g

X1,k Xk+1,n—k

Tli,0= |J {AIA—BC BeT[ik, CeTli+k -k}
k=1,...0—1
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CYK-Algorithmus

Eingabe: Ein Wort x = aj1a ... a, und eine kontextfreie
Grammatik G = (V, X, P, S) in Chomsky-Normalform.

for i:=1to ndo > Teilworter der Lange 1
T[i,1]:={Ae€V|A—a € P}

for / :=2to ndo > Teilworter der Lange /¢
fori:=1ton+1—-/¢do
T[i, 4] =0

for k:=1to/—1do
T[i, 0] =T[i,f]Ju{A€ V|A— BC € P und
Be Tli,klund C € T[i + k,¢— K]}
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CYK-Algorithmus

Ubung:
@ Geben Sie fiir die Sprache L = {a"b"c™ | n,m > 1} eine
kontextfreie Grammatik G in Chomsky-Normalform an.

@ Zeigen Sie mittels des CYK-Algorithmus, dass das Wort
x = aaabbbcc in der Sprache L(G) enthalten ist.

@ Wie kdnnen Mengen gespeichert werden, so dass die
Mengen-Operationen des CYK-Algorithmus effizient
ausgefiihrt werden?
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Traveling Salesperson Problem

Bestimme zu einem vollstindigen Graphen G = (V/, E, ¢) einen
Hamiltonkreis, dessen Gesamtlange moglichst klein ist. Dabei ist
¢ : E — N eine Kostenfunktion, die zu jeder Kante in E deren
~Lange" definiert.

Da der Knoten, in der die Rundreise beginnt, festgelegt ist, hat die
erschopfende Suche bei n Knoten eine Komplexitdt von (n — 1)L

(1’27 3747 1) (1737 274’ 1) (1747 3? 27 1)
(1,2,4,3,1) (1,3,4,2,1) (1,4,2,3,1)

Geht es effizienter?
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Traveling Salesperson Problem

aus Uwe Schoning: Algorithmik. Springer Verlag, 2001.

@ Wenn eine optimale Rundreise bei Knoten 1 beginnt und dann
den Knoten k besucht, dann muss der Weg von k aus durch
die Stadte {2,...,n} — {k} zuriick nach Knoten 1 auch
optimal sein.

@ Sei g(i,S) die Lange des kiirzesten Wegs, der bei Knoten |
beginnt, dann durch jeden Knoten aus S genau einmal fiihrt,
und dann bei Knoten 1 endet.

@ Berechne g(1,{2,...,n}) mittels dynamischer
Programmierung und folgender Formel:

c(i,1) falls S =10

g(i,9) = Dnelg (c(i,j) +g(,S— {_]})> sonst

o Laufzeit: O(n?-2") < TabellengroBe mal Aufwand pro Eintrag
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Ubersicht

Entwurfsmethoden
@ divide and conquer
@ dynamic programming
o greedy
@ local search
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Optimal Merge Patterns

Aus Ellis Horowitz und Sartaj Sahni: Algorithmen — Entwurf und
Analyse. Springer Verlag.

@ Two sorted files containing g; and g, records respectively
could be merged together to obtain one sorted file in time
O(q1 + q2).

@ When more than two sorted files are to be merged together
the merge can be accomplished by repeatedly merging sorted
files in pairs.

@ Different pairings require different amounts of computing
time.

@ Greedy: At each step merge the two smallest sized files
together.
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Optimal Merge Patterns

Examp/e.' (Fl, F2, F3, F4, F5) = (20, 30, ].0, 5, 30)

given order: greedy order:

(35)
&

i \I cost: 15+ 35+ 60 + 95 = 205
— Correctness?

cost: 50 4+ 60 + 65 + 95 = 270
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Optimal Merge Patterns

Korrektheit fiir n Dateien:

o Sei d; die Entfernung von der Wurzel zum externen Knoten
F;, d.h. die Satze von F; werden d;-mal verschoben.

@ Sei g; die Anzahl der S&tze von F;, also die Lange von F;.

n
@ Die gewichtete externe Pfadlange ist definiert als: > d; - g;
i=1

Induktionsanfang:

@ Fir n =1 hat der Baum keine inneren Knoten. v

@ Fiir n = 2 hat der Baum nur einen inneren Knoten. v/
Induktionsschluss n~ n+ 1:

@ o0BdA seigqr < g << gn < oy

@ Im ersten Schritt von Greedy wird F; und F, gemischt und es
entsteht Fy/, mit Lange g1 + qo.
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Optimal Merge Patterns

@ Sei T ein optimaler Mischbaum fiir F1, Fp, ..., Fpr1 und sei
v ein innerer Knoten mit maximaler Entfernung zur Wurzel.

o Falls F; und F, nicht Nachfolger von v in T sind, dann
ersetze die Nachfolger F; und F; von v durch F; und F,
wodurch die externe Pfadlange fiir T nicht vergroBert wird:

Qi dmax + qj - dmax + ...+ q1-d1 +q2- >
> q1 dmax + G2 dmax + ... +q;-d1+qj - d>

Denn:
(qi - ql) : dmax + (qj - C]2) : dmax

> (g—q1)-di+(q—q)

@ Dann kann der innere Knoten v durch einen externen Knoten
Fi/2 mit Lange q1 + g2 ersetzt werden. Der so entstandene
Baum ist ein optimaler Mischbaum fiir Fy 5, F3, Fa, ..., Fpy1.

@ Nach Induktionsvoraussetzung liefert Greedy dafiir einen
optimalen Mischbaum.
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Fractional Knapsack Problem

We are given n objects and a knapsack.
Object i has weight w;, and profit p;.
The knapsack has a capacity of M.

¢ ¢ ¢ ¢

If a fraction x; of object / is placed into the knapsack then a
profit of p;x; is earned.

@ The objective is to obtain a filling of the knapsack that
maximises the total profit earned.

@ Greedy: Include next the object which has the maximum profit
per unit of capacity used.
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Fractional Knapsack Problem

Example:
M= 20, (pl,pg, p3) = (25, 24, 15), (Wl, wa, W3) = (18, 15, 10)

Greedy: Include next the object with

© largest profit. — not optimal
© lowest capacity. — not optimal
© maximum profit per unit of capacity used. — Correctness?

’ Algo ‘ X1 X2 X3 ‘ D Wi ‘ > PiXi
1 & 0| 20 28,2
2 2 1| 20 31
3 1 3| 20 31,5
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Fractional Knapsack Problem

Korrektheit fiir n Objekte: Es gelte £- > 2 > ... > .

wy — — wp
@ Wir werden zeigen, dass eine optimale Lésung die folgende
Form hat:
(x1,...,xn) :=(1,1,...,1,b,0,0,...,0)
k n—k—1

Dabei hat b den Wert (M — Z/I'(:l w;) /w41 und die Lésung
erreicht den Wert Zf-‘zl pi+b-pir1.

@ Reduzieren wir eine der ersten k Einsen, dann kdnnen wir nur
mit einem Objekt j > k den Rucksack auffiillen, also x;
erhShen.

@ Die neue Lésung wird um (1 — «) - p; reduziert und um 3 - p;
erhoht, wobei - wj = (1 —a) - w;, also B = (1 —a) - w;/w;
gilt.
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Fractional Knapsack Problem

Fortsetzung:

@ Wir hatten auf der letzten Seite festgestellt: Die neue Ldsung
wird um (1 — «) - p; reduziert und um j3 - p; erhoht, wobei
B-wi=(1-a) w,alsof=(1-a) w/w gilt.

@ Der Wert der neuen Loésung unterscheidet sich also vom Wert
der alten Lésung um (1 — o) - wipj/w; — (1 — o) - p;.

@ Dieser Betrag ist kleiner gleich Null, da p;/w; > p;/w; gilt.

— Die neue Losung ergibt keine Verbesserung.

analog zeigt man: Man erhalt keine Verbesserung, wenn der Wert
Xk+1 = b reduziert und stattdessen ein Wert x; mit j > k +1
erhoht wird.
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Coin Changing

The problem is to make change for n cents using the least number
of coins. Is also called Change Making Problem CMP.

Example: Consider n = 88c and coins 25¢, 10c, 5¢, lc.

’ i H Ci ‘ n; H n; div ¢; | njy1 = n; mod ¢;
1] 25| 88 3 13
2 10|13 1 3
3 3 0 3
41 11 3 3 0

—+88¢c=3-25c+1-10c+0-5¢c+3-1c
Counter-Example: Consider n = 14c¢ and coins 11c, 7c, 1c.
@ greedy yields n=1-11c+3-1c — 4 coins

@ optimal isn=2-7c — 2 coins
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Coin Changing

Counter-Example: Consider n = 34c¢ and coins 25c¢, 10c, 1c.

@ greedy yields n=1-25¢+4+9-1c — 10 coins
@ optimal is n=3-10c+4-1c — 7 coins

Exercise:

@ Show that the greedy algorithm always yields an optimal
solution for the coins 25¢, 10c, 5¢, lc.

@ Suppose that the available coins are in the denominations
e ct,c? ..., ck for some integers ¢ > 1 and k > 1. Show

that the greedy algorithm always yields an optimal solution.

@ Develop a solution of the coin changing problem by using
dynamic programming.
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Coin Changing

optimal substructure:

@ Sei (a1,...,am) eine optimale Losung fiir den Wert n, wobei

>, d(aj) = n gilt, also alle Miinzen zusammen den Wert n

ergeben, und die Miinzen aus dem gegebenen Wertebereich

sind.

@ Wenn wir die Miinze a; wegnehmen, dann ist (az,...,am)
eine optimale Losung fiir den Wert n — d(ay).
Andernfalls gébe es eine Losung (b1, ..., bx) mit k <m—1
fiir den Wert n — d(a;). Dann wiére aber (a1, b1, ba, . .., by)

eine bessere Losung fiir den Wert n. 4
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Coin Changing

The greedy algorithm always yields an optimal solution for the
coins ¢; = 1c, ¢ = bc, c3 = 10¢, ¢4 = 25¢.

Induktion tiber den Wert n:

@ Greedy wahlt die Miinze ¢, falls ¢, < n < ¢y gilt.
o Jeder optimale Algorithmus wahlt ebenfalls die Miinze c:
& Sonst miisste der optimale Algorithmus den Wert ¢, durch
eine Kombination von Miinzen vom Typ ¢, ..., ck—1 ersetzen.
o Eine optimale Losung enthilt hochstens
@ vier 1c-Miinzen, denn 5-1c =1 - 5c.
@ eine 5¢c-Miinze, denn 2-5¢ =1 - 10c.
@ zwei 10c-Miinzen, denn 3-10c=1-25¢c+1-5c.
@ eine 5¢- und eine 10c-Miinze, denn 1-5¢ +2-10c = 1 - 25c.
Daher kann die Miinze ¢, nicht durch Miinzen ¢, ..., ck_1
ersetzt werden.

@ Das Problem reduziert sich also auf das Wechselgeldproblem
fiir den Wert n — ¢, was aufgrund der |.V. korrekt vom
Greedy-Algorithmus geldst wird.
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Coin Changing

Greedy yields an optimal solution if the available coins are in the

denominations ¢, cl, ..., ck for some integers ¢ > 1 and k > 1.

Induktion tiber den Wert n:

o Greedy wihlt die Miinze ¢, falls ¢k < n < ck*1 gilt.
@ Jeder optimale Algorithmus wahlt ebenfalls die Miinze ¢
@ Sonst miisste der optimale Algorithmus den Wert c* durch
eine Kombination von Miinzen vom Typ c°, ..., cX~! ersetzen.
o Jede optimale Losung enthdlt maximal ¢ — 1 viele Miinzen
eines Typs, denn ¢ - ¢/ =1 - c/*1. AuBerdem gilt:

k.

=
[u

1 ck—1

=+ +... +¢
c—1

I
o

Also gilt: (c —1) - (®+ct+ ...+ k) =ck-1<c*
@ Das Problem reduziert sich also auf das Wechselgeldproblem

fiir den Wert n — ¢k, was aufgrund der |.V. korrekt vom
Greedy-Algorithmus gelost wird.
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Coin Changing

dynamic programming Let C(p) be the minimum number of coins
of denominations di, ..., dx needed to make change for p cents.

1:ad;<

0 if p=20
C(p) :{ di<np{1+C(p—d,-)} if p>0

C[0]:=0
for p:=1to ndo
min ;= o0

for i :=1to k do
if p—d[i] >0and 1+ C[p— d[i]] < min then
min =1+ C[p — d[i]]
Clp] := min
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Coin Changing

Remarks:

@ Change Making Problem is NP-complete! It is a variant of the
knapsack problem, where each item can be taken multiple
times. [Lueker, 1975]

@ Coin systems, for which the greedy algorithm always gives an
optimal solution, are called canonical.

@ Goebbels, Gurski, Rethmann, Yilmaz. Change-Making
Problems revisited: A Parameterized Point of View. Journal of
Combinatorial Optimization, 34(4): 1218-1236, 2017.
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Prafix-Code nach Huffman

Gegeben:

o Alphabet ¥ = {a1,a,...,an}
@ Wahrscheinlichkeit p; fiir das Zeichen a;

Gesucht:

@ Optimaler Prifixcode fiir die W-Verteilung.

Prafixcode: Kein Codewort c(a;) ist Anfangsstiick (Prafix) eines
anderen Codeworts c(a;).

Ziel: Minimiere die mittlere Codewortlange.

Zp;-IC(af)\

Effiziente Algorithmen Entwurfsmethoden :: Greedy 317 / 1138



Prafix-Code nach Huffman

Beispiel: Sei ¥ = {a, b, c,d, e, f} und

p(a)=0,45  p(
p

b) =0,13 p(c) =0,12
p(d) = 0,16 (e) = 0,09

p(f) =0,05

Préafixcode 1: a— 0 b~ 110 c— 1110
d— 10 e— 11110 f— 11111

011110100011111 1001110110 =aedaafdach
Prafixcode 2: a— 0 b— 101 c— 100

d— 111 e — 1101 f — 1100
01101111 001100 1110100101 =aedaafdach
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Prafix-Code nach Huffman

Jeder Code lasst sich in Form eines Codebaums darstellen:

Mittlere Codewortlange: 2,34 Mittlere Codewortldnge: 2,24
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Prafix-Code nach Huffman

Greedy: Fasse jeweils zwei Bdume zusammen, indem man
diejenigen mit den kleinsten Werten auswahlt und eine
gemeinsame Wurzel erstellt.

Initial: Jedes Symbol ist ein eigener Baum.

0,05 0,09 0,12 0,13 0,16 0,45

] L) [l ] [a] [a]

1. Schritt:
0,12 0,13 0,14 0,16 0,45

L] [&]
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Prafix-Code nach Huffman

2. Schritt:
0,14 0,16 0,25 0,45
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Prafix-Code nach Huffman

4. Schritt: 5. Schritt:
0,45 0,55

Korrektheit? — Uwe Schoning: Algorithmen — kurz gefasst.
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Ubersicht

Entwurfsmethoden
@ divide and conquer
@ dynamic programming
o greedy
@ local search
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Lokale Suche

Beginne mit einer beliebigen Losung.
Mutiere die Lésung durch geringfiigige, lokale Veranderungen.
Ist die neue Losung besser, iibernehme die neue Losung.

Das Verfahren wird auch hill climbing oder lokale
Verbesserungsstrategie genannt.

Problem: Eventuell wird nur ein lokales Optimum gefunden.
Losung:
@ Wiederholen mit unterschiedlichen Startldsungen.

@ Waibhle lokale Verdanderungen zufillig aus.

@ Akzeptiere mit geringer Wahrscheinlichkeit auch schlechtere
Losungen.
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Traveling Salesperson Problem

@ Initial: Wahle zufillige Permutation der Knoten vy, vo, ..., v,.

@ Wabhle zwei zufdllige Knoten v; und v;, die auf der bisherigen
Rundreise nicht aufeinander folgen, dabei sei i < j.

o Falls die neue Rundreise

Vi, V2,..., Vi, y Vi+l, Vj+2, .-+ 5 Vn

kiirzer ist, wiederhole das Verfahren mit der gednderten

Rundreise.
v, )
i+1 VJ Vi+1 V]
V. .
i Vii Vi Vis
vorher nachher

@ Nur bei symmetrischer Entfernungsmatrix sinnvoll.
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Uniform Graph Partitioning

@ Given a symmetric cost matrix [dj;] defined on the edges of an
undirected graph G = (V, E) with |V| = 2n.

@ A partition V = AW B such that |A| = |B| = n is called a
uniform partition.

@ Find a uniform partition such that the cost

c(AB)= Y dj

icAjeB
is minimum over all uniform partitions.
A6 4 [2G6G 0

1| 2 ><1

MO o B @5 ©®
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Uniform Graph Partitioning

Observation: Given a uniform partition A, B.

@ Suppose A*, B* is an optimal uniform partition.

@ Let X be those elements of A that are not in A* and let Y be
similarly defined for B.

 Then |X| = |Y| and A* = (A\X) U Y and B* = (B\Y) U X.

For two elements a € A, b € B, the operating of forming
A = (A\{a}) U{b} and B’ := (B\{b}) U{a} is called a swap.
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Vertex Cover

Vertex Cover: Given a graph G = (V/, E), find a subset of nodes
S C V of minimal cardinality such that for each edge {u,v} € E,
either u or v (or both) are in S.

Neighbor relation: S — S’ if S’ can be obtained from S by adding
or deleting a single node. Each vertex cover S has at most n
neighbors.

Gradient descent: Start with S = V. If there is a neighbor
S’ that is a vertex cover and has lower cardinality, replace S
with §'.

Remark: Algorithm terminates after at most n steps since each
update decreases the size of the cover by one.
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Vertex Cover

O

o)
o Mo

Q optimum: all nodes at top
local optimum: all nodes at bot-
optimum: center node only tom

local optimum: all other nodes

O O O O O O O O O
O U U U U U U

optimum: even nodes

local optimum: omit every third node
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Ubersicht

e © © 6 © ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

Effiziente Algorithmen Sortierverfahren ::

Einleitung

Entwurfsmethoden

Sortieren

Auswahlproblem
Graphalgorithmen
Vorrangwarteschlangen
Suchbdume

Textsuche

Amortisierte Laufzeitanalysen
Algorithmische Geometrie

Randomisierte Algorithmen
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Ubersicht

Sortieren
@ Shell-Sort — das bessere Insertion-Sort
@ Quick-Sort — unterschiedliche Varianten
@ Merge-Sort
@ Heap-Sort
@ Untere Schranke
@ Counting-/Radix-Sort
@ Bucket-Sort
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Insertion-Sort

Beispiel:

1 [4]1]w0]o]5]6]7]2]8]3] 6. [1]4]5]6]9]10]7[2]8]3]
\/ v
 EAlsle[s[e[r[2]s[s] - Eafs[ele[s]nz]s]s]

PARN AN
, ARG EET)  » Gk
~/ ~_"
. B e 2ss] o Elzla]slel7 s s]u[s]
~_ AN
s AEGEe [ z[s]s] wilEEEEsEEEmN
~_

Anzahl Verschiebungen: 23

Problem: Es dauert ggf. sehr lange, eine Zahl an die richtige
Position zu bringen.
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Shellsort

Idee: Erlaube zunichst groBe Spriinge.

@ Waihle eine abnehmende und mit 1 endende Folge von
Inkrementen h;, hy_1,..., h1, z.B. die Folge 11,7,3,1.
@ Betrachte der Reihe nach fiir jedes h; alle Folgen aus
Elementen mit Abstand h; zueinander:
o Fiir j=1,..., h; sei F;; die Folge mit den Elementen
Jyj+hi, j+2-hi, j+3-h;,. ..
@ Sortiere jede Folge F; ; mittels Insertion-Sort.

Die Korrektheit folgt aus der Sortierung von Fq 1.

Effiziente Algorithmen Sortierverfahren :: Shell-Sort 333 /1138



Effiziente Algorithmen

Shellsort: Beispiel

h

=7
(4]t ]w[o[5]6]7]2]s]2]
[2]1]s0fo5]6]7[a]s]s]

[2]1]10][95]6]7][4]8]3]
PARN

h=3
i s [ s [o[7]]s [
21 s[5 [e[7]e 5]
~—

i s[5 [o[s]]s

=
=]

[2]x]sofo[5]6]7]4]8]3]

[2[1]s]7]5]6]9]a]s 1]
FARN

[2]1]10][9[5]6]7][4]8]3]
~

[2[1]s]7]5]6[9]a]s 1]
~

[2[1]s]o]5]6]7]4[e]r0]

[2[t]s]7[4]e]o]5]8]10]

Sortierverfahren :: Shell-Sort
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Shellsort: Beispiel

h=1 Insertion—Sort

wlzl1s]7]4fe[o[s[8]w] 4 [1][2]3[4]7]6]9]5]8]10]
~/ ~/

o [1]2]3[7]4]6]o]5]8]10] 5 [1]2]8][4]6[7]9]5]8]1]

4\ 4\

s [1l2]3]7]4]6]o]s]8]10] ; [1]2]8[4]6]7]9]5]8]1]
7\ ~—

o [1]2[3]7]4a]6]o]5]8]10] 5 [1]2]8]4]5]6][7]9]8 1]

~/ ~/

Anzahl Verschiebungen: 11
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Shellsort: Analyse

Fiir welche Folgen von Inkrementen bendtigt das Verfahren
moglichst wenige Vertauschungen?

Es gibt eine Reihe liberraschender, jedoch unvollstandiger
Antworten:

o Laufzeit O(n?) fiir die Folge 1,3,7,15,31,63,...,2% — 1.

o Laufzeit O(n - log?(n)), fiir die Folge
1,2,3,4,6,8,9,12,16, ...,2P39.

Aus Donald E. Knuth. The Art of Computer Programming. Part 3:
Sorting and Searching. Addison-Wesley.
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Ubersicht

Sortieren
@ Shell-Sort — das bessere Insertion-Sort
@ Quick-Sort — unterschiedliche Varianten
@ Merge-Sort
@ Heap-Sort
@ Untere Schranke
@ Counting-/Radix-Sort
@ Bucket-Sort
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Quicksort

Einige Fakten:

@ Quicksort wurde 1962 von C.A.R. Hoare veroffentlicht.
o Es ist ein Divide-and-Conquer-Algorithmus.

@ Quicksort ist eines der schnellsten allgemeinen
Sortierverfahren.

@ in-situ: Es ist kein zusatzlicher Speicherplatz zur Speicherung
von Datensitzen erforderlich, auBer einer konstanten Anzahl
von Hilfsspeicherpladtzen fiir Tauschoperationen.

@ Praxistauglich!
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Quicksort

© Divide: Wihle aus allen Werten einen beliebigen Wert p aus
und teile die Folge in zwei Teilfolgen K und G auf:

o K enthilt Werte die kleiner oder gleich p sind,
o G enthédlt Werte die groBer oder gleich p sind.

<p  [o[ e ]

@ Conquer: Sortiere K und G rekursiv
© Combine: Trivial, entfillt.

Noch offene Punkte:

@ Wie wird die Folge in zwei Teilfolgen aufgeteilt?
@ Wie soll das Pivot-Element p gewdhlt werden?
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Quicksort

Pivot-Element: Erstes Element der Teilfolge.
Aufteilen der Folge in zwei Teilfolgen:

partition(int ¢, int r)

p:=A[{, i=L0+1, ji=r

repeat
while (i < r) and (A[i] <p)doi:=i+1
while (j > ¢) and (A[j] > p) doj:=j—1
if i < j then swap(i, j)

until j <

swap(Z, j)

return j

Hinweis: repeat A until B ist dquivalent zu do A while =B

— Die Laufzeit ist in ©(n) fiir n Elemente.
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Quicksort

Beispiel:

|64 |10/13]5[8 |32 |11
i J
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Quicksort

Beispiel:

|6|4|10|13|5|8|3|2.
*—> ——
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Quicksort

Beispiel:

[6]4]10[13]5[s]3]2[m]
[6]4]2]13]5[8]3]10[m]
i J
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Quicksort

Beispiel:

|6|4|10|13|5|8|3|2.

L6 [4[2]13]5 [s]s [10]m]
*—> e am J
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Quicksort

Beispiel:

[6]4]10[13]5[s]3]2[m]

(e [[2 w5 [ [+ [l

[6]4]2]3]5 s [13[10[11]
1 J
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Quicksort

Beispiel:

[6]4]10[13]5[s]3]2[m]
[6 [4]2]13]5 [ [ 3 [R0[5]
(6 [4]2[3]5 [8]1s[10[11]

*—>0—>—
—~—~—=<—0
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Quicksort

Beispiel:

[6]4]10[13]5[s]3]2[m]
[6 [4]2]13]5 [ [ 3 [R0[5]
(6 [4]2[3]5 [8]1s[10[11]

joi
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Quicksort

Beispiel:

[6]4]10[13]5[s]3]2[m]
[6 [4]2]13]5 [ |3 [R0[5]
[64]2[3]5 [8]1s[10[11]
[5]+]2[3]6 [8]1s[10[11]
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Quicksort

Pseudo-Code:

quicksort(int ¢, int r)
if ¢ <r
m := partition(¢, r)
quicksort(¢, m — 1)
quicksort(m+1, r)

Initialer Aufruf: quicksort(0, n-1)

Effiziente Algorithmen Sortierverfahren :: Quicksort 349 / 1138



Quicksort

Worst-case Analyse:

Betrachte sortierte Folge: Bei jedem rekursiven Aufruf ist die
Teilfolge K leer und Teilfolge G wird um ein Element, dem
Pivot-Element, kiirzer.

T(n) = T(n—1)+06(n)
T(n—2)+0O(n—1)+06(n)
= T(n=3)+0(n—2)+0(n—1)+6(n)

= T(1)+612)+...+6(n—2)+6(n—-1)+O(n)

(e
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Quicksort

Best-case Analyse:

@ Die Folge wird bei jeder Aufteilung halbiert.
@ T(n)=2-T(n/2)+©(n)
@ Das Master-Theorem liefert flira=2, b=2 und k = 1:

T(n) = ©(n* - log(n)) = ©(n - log(n))

Ubung:

@ Welche Laufzeit hat Quicksort, wenn die Aufteilung immer in
einem festen Verhaltnis erfolgt?

@ Welche Laufzeit hat Quicksort im mittleren Fall?
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Quicksort

Wenn die Aufteilung im Verhiltnis % zu 1% erfolgt, erhalten wir
folgenden Rekursionsbaum:
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Quicksort

Wenn die Aufteilung im Verhiltnis % zu 1% erfolgt, erhalten wir

folgenden Rekursionsbaum:

ch
1 9
C'l—on C En
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Quicksort

Wir setzen die Aufteilung fort, wobei wir gleich groBe Teile
zusammen fassen:

1-cn —cn
A
cn 1- — cn
/ \ . \

.mcn 2 100 '1ooc — cn

/N \ 7\
'1000C’7 3 1000C’7 3- mCH 1. mcn —~cn

SN NSNS
L 150607 4 * 100057 6 * T0000<" 4 60057 1 Tggo6Cn > €n
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Quicksort

Auf jeder vollstandigen Ebene k des Rekursionsbaumes ergibt sich
eine Laufzeit von cn, denn:

k : k
k\ 9' cn k\ i
> (5o = e (7)e

i=0 i=0
— ank: k gi . 1k—i
- 10k = \i
- %(9+1)k:cn

Wir erhalten einen Baum, der rechts wesentlich tiefer ist als links.
Das Rekursionsende im rechten Zweig ist erreicht bei:

9\ 10\ ¥
<10> n=1 <= n= <9> — |0g10/9(”): k

Der Baum hat also nur eine logarithmische Tiefe.
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Average-case Analyse

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Folge an Position p aufgeteilt
wird, ist 1/n. Das Aufteilen in zwei Teilfolgen erfolgt in Zeit O(n).
1 n
T = . . — _
(n) = cn+ — Y (T(p—1)+ T(n—p))
p=1
Es gilt:
TO)+...4T(n—=1) = T(n—1)+...+T(0)

Damit erhalten wir:

n

2
T - c. Z. _
(n) = con+ =3 T(p-1)
p=1
Multiplikation mit n ergibt:

n-T(n) = c-n® + Q-ZH:T(p—l)
p=1
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Average-case Analyse

Wir hatten auf der letzten Folie festgestellt:
n
n-T(n) = c-n* + 2-ZT
=1

Subtraktion der gleichen Formel fiir n — 1 ergibt:
n-T(n) — (n—l)- T(n—1)

= cn+2z p—1) — c(n—1)>-2. ZT

Die Terme der beiden Summen heben sich gegenseitig auf, bis auf
den Term 2. T(n — 1). AuBerdem gilt (n —1)> = n?> —2n+1,
daher erhalten wir:
n-T(n)—(n=1)-T(n—1) = 2-T(n—1)+c-(2n—-1)
n-T(n) < (n+1)-T(n—1)+2cn
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Average-case Analyse

Wir hatten bereits festgestellt:

n-T(n) < (n+1)-T(n—1)+2cn

Division durch n- (n+ 1) liefert:

T(n) T(n—1) 2c
< +
n+1 — n n+1

Dies lasst sich fortsetzen:
T T(n—-2 2c 2¢
() _ T(-2), 2,
n+1 n—1 n n+1

A
+
|

IN

T(1) - 2c
2 +p§_:2p—|—1
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Average-case Analyse

Wir formen das Ergebnis der letzten Folie ein wenig um:

T(n) T(1) <& 2¢ ARy |
< = 2 -
nrl S 2 +Zp+1 i Z
T(l
= 2
Z + 2c¢ +1 —cC
Wir wissen, dass fiir die harmonische Reihe gilt:
n
1
Z— < In(n)
p:2p
Also erhalten wir:
T(n) T(1) 1
< 2¢ -1 2 _
hr1 S T t2erin(n)t2emm -
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Average-case Analyse

Wir hatten bereits festgestellt:

T(n) _ T()
n+1 — 2

— C

+2c-In(n) + 2¢

n+1

Multiplikation mit n+ 1 liefert:

T(n) < (n+1)‘Tgl)+2c(n+1)-|n(n)+2c—c(n+1)

Lassen wir Konstanten und Terme niedriger Ordnung weg, so
erhalten wir schlieBlich:

T(n) € ©(n-log(n))
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Quicksort

Fazit: Laufzeit von Quicksort im

@ worst-case: T(n) € ©(n?)

@ average-case: T(n) € ©(n - log(n))

@ best-case: T(n) € ©(n - log(n))
Problem:

o Laufzeit ist in O(n?) bei stark vorsortierten Folgen.
Lésung:

@ Zufallsstrategie: Wahle als Pivot-Element ein zufalliges
Element aus A[/...r] und vertausche es mit A[/].

= Laufzeit ist unabhangig von der zu sortierenden Folge.
= Mittlere/erwartete Laufzeit: ©(n - log(n))
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Ubung

@ Implementieren Sie Quicksort und vergleichen Sie lhre
Implementierung mit der gsort-Implementierung aus der
Standardbibliothek.

Vergleichen Sie dazu die Laufzeiten fiir zuféllige Zahlenfolgen
der Linge 215 216 217 225 3|5 Eingabe.

@ Andert sich das Laufzeitverhalten, wenn die Zufallszahlen nur
aus dem Bereich von 0 bis 99.999 gewahlt werden.
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Quicksort-Variante

Man nennt ein Sortierverfahren glatt (smooth), wenn es im Mittel
N verschiedene Schliissel in O(N - log(N)) und N gleiche Schliissel
in O(N) Schritten zu sortieren vermag mit einem weichen
Ubergang zwischen diesen Werten.

3-Wege-Split Quicksort:
Teile die Folge a[/], ..., a[r] in drei Folgen Fy, Fp,, F; auf.

© F, enthilt die Elemente mit Schliissel < k.
@ F,, enthalt die Elemente mit Schlissel = k.
@ F, enthalt die Elemente mit Schliissel > k.

Sortiere Fy und F, auf dieselbe Weise.
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3-Wege-Split Quicksort

Anmerkungen:

@ keine zwei gleichen Schliissel — keine Ersparnis

@ alle Schlissel identisch — kein rekursiver Aufruf

Laufzeit: Im Mittel werden O(N - log(n) + N) Schritte benétigt,
wobei n die Anzahl der verschiedenen Schliissel unter den N
Schliisseln der Eingabefolge ist.

Idee: Die Pivotelemente werden zuerst am Rand zwischen 1 und
12 sowie zwischen r2 und r gesammelt und vor dem rekursiven
Aufruf in die Mitte transportiert.

L= [ <o | ? | > [ =p|
1 12 i J r2 r
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3-Wege-Split Quicksort

Initial setzen wir 12 := 1 und r2 := r, da noch keine Elemente
gefunden wurden, die gleich dem Pivot-Element sind.

Wahrend der Aufteilung, also der Partitionierung, sind drei Falle zu
unterscheiden. Der vierte Fall wird wie im urspriinglichen Quicksort
behandelt:

Fall 1: a[i] == p und alj] ==p

| =p | <p |=p ? =p| >p | =p |
1 12 i J r2 r
N SWap N SWap

Nach dem Tauschen setze 12 := 12 + 1 und r2 := r2 - 1, da
jeweils am linken und rechten Rand Elemente positioniert wurden,
die gleich dem Pivot-Element sind.

In allen vier Féllen setzen wiri := i + 1und j := j - 1.
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3-Wege-Split Quicksort

Fall 2: ali] == p und alj] < p

L= | < [ ? < >» | -p|

1 12 i J r2 r
A\ A /

r2 :=r2 -1

Fall 3: alil > p und aljl ==p

L= | < [>p ? | > | -=p |

1 12 i J r2 r

— 7

12 (=12 + 1
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3-Wege-Split Quicksort

Unterscheide drei Falle nach der Aufteilung, falls i = j:

if afi] > p then j :=j - 1

| = | <p [>p| >p | =p

if al[i] < p then i := i + 1

| = | <p | <p| >p =p

j i
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3-Wege-Split Quicksort

AnschlieBend wird vom linken Rand nach j und vom rechten Rand
nach i kopiert

for k :=1 to 12 do for k := r downto r2 do
swap(k, j); swap(k, 1i);
j=3-1; i=1+1;
Ubung:

Implementieren Sie den 3-Wege-Split Quicksort und vergleichen Sie
die Laufzeit mit der urspriinglichen Version.
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Quicksort mit beschrankter Rekursionstiefe

Problem: Im ungiinstigen Fall ist die Rekursionstiefe O(n).

Verringern der Rekursionstiefe auf O(log(n)):

@ Lose das kleinere Teilproblem rekursiv und

o l6se das groBere Teilproblem iterativ direkt.

quicksort(int ¢, int r)
while ¢ < r
m := partition(¢, r)
if (m—/¢) < (r — m) then
quicksort(¢, m — 1)

f:=m+1

else
quicksort(m+1, r)
r-=m-—1
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Ubersicht

Sortieren
@ Shell-Sort — das bessere Insertion-Sort
@ Quick-Sort — unterschiedliche Varianten
@ Merge-Sort
@ Heap-Sort
@ Untere Schranke
@ Counting-/Radix-Sort
@ Bucket-Sort
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Mergesort

Divide-and-Conquer:

@ Teile die zu sortierende Zahlenfolge in zwei etwa gleich groBe
Teilfolgen,

@ sortiere die Teilfolgen rekursiv und

@ mische die sortierten Teilfolgen zu einer sortierten Folge.

[4]3]5]7[8[2]1]6]
>halbieren
[4]3]5]7] [8][2]1]6]

rekursiv sortieren

[8lef5]7] [1]2]6]8]

mischen

[1]2[s[4]5]6]7]8]
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Mergesort

Zwei sortierte Folgen kdnnen sehr effizient in linearer Zeit zu einer
einzigen sortierten Folge verschmolzen werden: Ubernehme in die
Resultatfolge das jeweils kleinere Element.

[34l5f7] [t]2]e[s]—[2] | [ | | [ ]|]

i j k
Lslafsl7] [ l2fef[s]—[af2] | | [ | ||
i J k
[slafsl7] [ | [e[s]—=[af2fs] | [ | ||
i J k
L lalsl7] [ | [e[s]—[z]2]s]a] [ | | |
i j k
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Mergesort

Die zu sortierenden Werte stehen im Array a, es wird ein Hilfsarray
b verwendet:

if (1< 1) do mergesort(l, r)
m=(+71)/ 2;
mergesort(l, m);
mergesort(m + 1, r);
merge(l, m, 1);

Laufzeit:

T(n) = 2-T(n/2)+©(n)
= T(n) € ©O(n-log(n))

Aber: Zusatzlicher Speicherplatz ist nétig fiir das Hilfsarray.
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Mergesort

for i := 1 to r do merge(l, m, 1)

bli] := alil; // ins Hilfsarray kopieren

i:=1; j:=m+1; k :=1;

while (i <= m) and (j <= r) do // mischen
if (b[i] <= b[jD)
alk] := bl[il; k :=k + 1; 1 :=1i + 1;
else
alkl :=bljl; k :=k +1; j := j + 1;
while (i <= m) // Rest linke Teilfolge kopieren
alk] := blil; k =k + 1; i :=1i + 1;
while (j <= r) // Rest rechte Teilfolge kopieren
alk]l :=b[jl; k :=k + 1; j := j + 1;
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Ubersicht

Sortieren
@ Shell-Sort — das bessere Insertion-Sort
@ Quick-Sort — unterschiedliche Varianten
@ Merge-Sort
@ Heap-Sort
@ Untere Schranke
@ Counting-/Radix-Sort
@ Bucket-Sort
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Heapsort

Heap: Eine Folge F = ko, ..., k, von Schliisseln, so dass k; > ko;11
und ki > ky(iy1) gilt, sofern 2/ +1 < n bzw. 2(i +1) < n.

Beispiel: F = 8,6,7,3,4,5,2,1
Heap-Eigenschaft ist erfiillt:
0 kp=8>k =6
und kg > ko =7
o kl =6 > k3 =3
und ki > kg = 4
4 k2 =72> k5 =5
und k2 > k6 =2
o k3 =3 > k7 =1
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Heapsort

Bestimmung des Maximums ist leicht: kg ist das Maximum.

Das nachst kleinere Element wird bestimmt, indem das Maximum
aus F entfernt wird und die Restfolge wieder zu einem Heap
transformiert wird:

1. Setze den Schliissel mit dem groBten Index an die erste
Position. = Heap-Eigenschaft verletzt!
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Heapsort

2. Schliissel versickern lassen, indem er immer mit dem groBten
seiner Nachfolger getauscht wird, bis entweder beide

Nachfolger kleiner sind oder der Schliissel unten angekommen
ist.
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Heapsort

Die Datensatze konnen sortiert werden, indem das jeweils aus dem
Heap entfernte Maximum an die Stelle desjenigen Schliissels
geschrieben wird, der nach dem Entfernen des Maximums nach kg
tibertragen wird.
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Heapsort
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Heapsort

Analyse:

o Es erfolgen n — 1 Vertauschungen auBerhalb der Funktion
versickern.

@ Innerhalb von versickern wird ein Schliissel wiederholt mit
einem seiner Nachfolger vertauscht, wobei der Datensatz
jeweils eine Stufe tiefer wandert.

@ Ein Heap mit n Datensitzen hat [log,(n+ 1)]| viele Ebenen.

= Wir erhalten O(n - log(n)) als obere Schranke fiir die Anzahl
der Vertauschungen.
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Heapsort

Wie wird die Anfangsfolge in einen Heap transformiert?
Idee: Lasse die Schliissel k,/»_1,. .., ko versickern. Dadurch
werden schrittweise immer groBere Heaps aufgebaut, bis letztlich

ein Heap librig bleibt.

Beispiel: F =1,2,3,4,5,6,7,8

381 / 1138

Sortierverfahren :: Heapsort

Effiziente Algorithmen



Heapsort

Analyse: Aufbauen des initialen Heaps ist in linearer Zeit moglich,
weil ...
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Heapsort

Damit ergibt sich insgesamt eine Laufzeit von O(n - log(n)).
Anmerkungen:

@ Eine Vorsortierung der Eingabefolge schadet und niitzt der
Sortierung nichts.

@ Heapsort bendtigt nur konstant viel zusatzlichen Speicherplatz
(in-situ Sortierverfahren).
Ubung:

Implementieren Sie Quick-Sort, Merge-Sort und Heap-Sort und
vergleichen Sie deren Laufzeiten, indem Sie zufdllige Zahlenfolgen
der Linge 21% 216 225 3ls Eingabe erzeugen.
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Sortieren mittels C-Standardbibliothek

o glibc: modifizierter Quicksort

@ chose pivot by median-of-three decision
@ use insertion sort for small partitions
o bounded depth of stack

@ bionic (android)
@ chose pivot by median-of-three decision

@ use insertion sort for small partitions
o bounded depth of stack

@ musl: smoothsort (variant of heapsort)
@ uclibc-ng: Shellsort

@ dietlibc: Quicksort with 3-way partitioning
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Ubersicht

Sortieren
@ Shell-Sort — das bessere Insertion-Sort
@ Quick-Sort — unterschiedliche Varianten
@ Merge-Sort
@ Heap-Sort
o Untere Schranke
@ Counting-/Radix-Sort
@ Bucket-Sort
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Untere Schranke

Allgemeine Sortierverfahren sind solche Sortierverfahren, die nur
Vergleichsoperationen zwischen Schliisseln verwenden.

Satz: Jedes allgemeine Sortierverfahren benétigt zum Sortieren
von n verschiedenen Schliisseln im schlechtesten Fall und im Mittel
wenigstens Q(n - log(n)) Schliisselvergleiche.

W. Dobosiewicz:

@ Sorting by distributive partitioning. Information Processing
Letters, 7(1), 1978.

@ Sortierverfahren nutzt arithmetische Operationen und die
Floor-Funktion und hat im Mittel eine Laufzeit von O(n).
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Untere Schranke

Entscheidungsbaum: @ Innere Knoten sind mit
i : j beschriftet, wobei
i,j€{1,2,...,n} gilt.

@ Linker Teilbaum enthalt
alle nachfolgenden
Vergleiche, falls a; < a;.

@ Rechter Teilbaum: alle

nachfolgenden
Vergleiche, falls a; > a;.

| 132] | 312] [231] |321 |

o Jedes Blatt stellt eine Permutation (7(1),7(2),...,7(n)) dar
und bezeichnet die Sortierung ar(1) < ar) < -+ < ap(p).-
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Untere Schranke

Ein Entscheidungsbaum kann jedes allgemeine Sortierverfahren
modellieren:
@ Es gibt jeweils einen Baum fiir jede EingabegroBe n.

@ Die Laufzeit des Algorithmus ist gerade die Lange des
gewdhlten Pfades.

@ Die Worst-case-Laufzeit entspricht der Hohe des Baums.
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Untere Schranke

Worst-case Analyse:

@ Es gibt n! verschiedene Permutationen iiber n Zahlen.
@ Ein Entscheidungsbaum hat mindestens n! Blatter.
@ Ein Binarbaum der Hohe h hat maximal 2" — 1 Blitter.

= 2h > npl
h > log(n!) log ist monoton steigend
> log((n/e)") Stirling-Formel
— log(n") — log(e")
= n-log(n) — n-log(e)
€ Q(n - log(n))
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Untere Schranke

Average-case Analyse: Beweis durch Widerspruch.

@ Behauptung: Die mittlere Tiefe eines Entscheidungsbaums mit
k Blattern ist wenigstens log, (k).

@ Annahme: Es existiert ein Entscheidungsbaum mit k Blattern,
dessen mittlere Tiefe kleiner als log,(k) ist.

Sei T ein solcher Baum, der unter all diesen Baumen der kleinste
ist. T habe k Blatter. Dann gilt:

@ T hat einen linken Teilbaum T7; mit k; Blattern.
@ T hat einen rechten Teilbaum T, mit ky Blattern.
o Esgilt k1 < k, ko < k und ki + ko = k.
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Untere Schranke
Da T der kleinste Baum ist, fiir den die Annahme gilt, erhalten wir
fir T1 und Tz:

mittlere Tiefe(T1) > logy(k1)
mittlere Tiefe(T2) > log,(k2)

Jedes Blatt in 77 bzw. T, auf Tiefe t hat in T die Tiefe t + 1.
Also gilt insgesamt:

mT(T) = %(mT(Tl) +1)+ %(mT(Tz) +1)
> (log(k) +1) + 2 (ogalke) + 1)
= %(kl . |og2(2k1) + k> - |og2(2k2))
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Untere Schranke

Unter der Nebenbedingung ki + ko = k hat die Funktion
1
mT(T) = E(kl -log,(2k1) + ko - logo(2k2))

ein Minimum bei k; = ko = k/2. Damit gilt

mT(T) > (3 lo6ai) + Slom(k)) = loga(h)

im Widerspruch zur Annahme.

Jeder Entscheidungsbaum zur Sortierung von n Zahlen hat also
mindestens n! Blatter, daher gilt:

mT(T) = logy(n!) > logy((n/e)") € Q(n-log(n))
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Ubersicht

Sortieren
@ Shell-Sort — das bessere Insertion-Sort
@ Quick-Sort — unterschiedliche Varianten
@ Merge-Sort
@ Heap-Sort
@ Untere Schranke
e Counting-/Radix-Sort
@ Bucket-Sort
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Counting Sort

Sortierverfahren ohne Schliisselvergleiche!

Eingabe: a[0...N] mit a[i] € {0,..., k}
Ausgabe: b[0...N] sortiert
Hilfsspeicher: cnt[0...k] zum Zahlen

Idee: Zahle die Haufigkeiten der Zahlen 0, ..., k in der zu
sortierenden Liste und berechne daraus die Position der jeweiligen
Zahl in der sortierten Liste.

01 23 45 6 0123 456
unsortiert: | 4] 1] 3] 4] 2] 3] 3] ent: 0] 1] 2]5]7]
ent: [0] 1] 1]3]2] sortiert: | 1] 2] 3] 3] 3] 4] 4]
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Counting Sort

Pseudo-Code:

for i :== 0 to k-1 do /¥ init */
cntfi] == 0

for j:=0to n-1do /* count */
centfa[j]] := ent[a[j]] + 1

fori:=1to k-1do /* collect */

cntfi] := cnt[i] + cnt]i-1]

for j := n-1 downto 0 do /* rearrange */
blent[a[j]] - 1] := aj]
cnt[a[j]] := ent[a[j]] - 1
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Counting Sort

01234567 89 101112
a: |3|6|7|5]3]5]6]2][9]1]2]7]3]

ent: | 0| 1] 2| 3] 0] 2] 2][2]0]1]
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Counting Sort

01234567 89 101112
a: |3|6|7|5]3]5]6]2][9]1]2]7]3]

ent: | 0| 1] 2| 3] 0] 2] 2][2]0]1]

ent: | 0| 1| 3| 6] 6] 8]10[12[12[13]
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Counting Sort

a:

b:

0123 45 67 89 101112

[3l6]7]5]8]5]6[2]0[1]2]7]3]

HEEEEE

ent: | 0] 1] 3] 6] 6] 8]10/12]12]13]

Effiziente Algorithmen

ierverfahren :: Counting-Sort
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Counting Sort

01234567 89 101112
a: |3|6|7|5]3]5]6]2]9]1]2]7]3]

o | [ L sl L]

ent: | 0] 1] 3| 5| 6] 8]10]12]12]13]
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Counting Sort

a:

b:

0123 45 67 89 101112

[3l6]7]5]8]5]6[2]0[1]2]7]3]

HEE

HEINEEENGE

ent: | 0] 1] 3] 5| 6] 8]10/11]12]13]

Effiziente Algorithmen

Sortierverfahren :: Counting-Sort
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Counting Sort

a:

b:

0123 45 67 89 101112

[3le[7]5]3]5]6[2]0f1]2[7]s]

|1

l2l [ s [P [ | ]7] |

ent: | 0| 1| 2| 5] 6] 8]10[11]12[13]

Effiziente Algorithmen

Sortierverfahren :: Counting-Sort
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Counting Sort

01234567 89 101112
a: |3|6|7|5]3]5]6]2]9]1]2]7]3]

bo 1] J2f | 8] [ [ [ ] J7]9]

ent: | 0] 0] 2| 5] 6] 8]10/11]12]18]
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Counting Sort

01234567 89 101112
a: |3|6|7|5]3]5]6]2]9]1]2]7]3]

bo 1fzl2] | 8] | [ | ] |7]9]

ent: | 0] 1] 2] 5] 6] 8]10/11]12]12]
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Counting Sort

01 234567 89 101112
a: |3|6|7|5]3]5]6]2]9]1]2]7]3]

bo 1fz2)2] | 3] | | 6] [7]9]

ent: | 0] 1] 1] 5] 6] 8]10/11]12]12]
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Counting Sort

01234567 89 101112
a: |3|6|7|5]3]5]6]2]9]1]2]7]3]

bo [12)2] | [3] |[5] [6] [7]9]

ent: | 0| 1| 1| 5] 6] 8]9 [11]12[12]
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Counting Sort

01234567 89 101112
a: |3|6|7|5]8]5]6]2]9]1]2]7]3]

bo [12)2] |8[3] |5] |6] |7]9]

ent: | 0| 1| 1] 5] 6] 7]9 [11]12]12]
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Counting Sort

01234567 89 101112
a: |3|6|7|5]3]5]6]2]9]1]2]7]3]

bo |[1]2]2] |s[s[s]5] |6] |7]9]

ent: 0] 1] 1] 4| 6] 7]9|11]12[12]
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Counting Sort

01234567 89 101112
a: |3|6|7|5]3]5]6]2]9]1]2]7]3]

b [1]2]2] [3]s[5]5] [6[7]7]9]

ent: 0] 1] 1] 4| 6] 6]9 |11]12][12]
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Counting Sort

a:

b:

01234567 89 101112
(36 7]5]8]5]6[2]0[1]2]7]3]

[tl2]2] [s]s]s[5]6[6]7][7]9]

ent: | 0| 1| 1| 4] 6] 6]9 [10[12[12]
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Counting Sort

01234567 89 101112
a: |3|6|7|5]3]5]6]2]9]1]2]7]3]

b: |[1|2]2|3[3]3]5]|5|6|6]7]7]9]

ent: | 0| 1| 1| 4] 6] 6]8 [10[12][12]
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Counting Sort

Laufzeit: init O©(k)
count ©(n)
collect O(k)
rearrange ©(n)

Counting Sort ist ein stabiles Sortierverfahren: Gleiche Elemente
stehen nach dem Sortieren in der gleichen Reihenfolge wie vor dem
Sortieren.
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Radix-Sort

Problem: Counting Sort ist ineffizient bzgl. Laufzeit und
Speicherplatz, wenn der Wertebereich groB ist im Vergleich zur
Anzahl der Zahlen: ©(n + k) = ©(n?) fiir k = n?

Beispiel: Es sollen 100.000 Datensdtze mit einem 32Bit-Schliissel
sortiert werden, also gilt: k = 232 ~ 4.300.000.000

4.300.000.000
1.600.000

n+ k
n - log(n)

~
~
~
~

Losung: Sortiere die Zahlen anhand der einzelnen Ziffern,
beginnend mit der niederwertigsten Stelle. Verwende ein stabiles
Sortierverfahren wie Counting Sort. Falls nétig, miissen fiihrende
Nullen eingefligt werden.
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Radix-Sort

Beispiel:

327
213
718
412
622
332
276
982
419

Effiziente Algorithmen

412 412
622 213
332 718
982 419
213 —>» 622 —>
276 327
327 332
718 276

419 982

Sortierverfahren

:: Radix-Sort

213
276
327
332
412
419
622
718
982
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Radix-Sort

Korrektheit: Induktion iiber die betrachtete Position.

I.A. Nach der ersten Sortierphase sind die
Zahlen beziiglich der Position 0
sortiert.

I.V. Die Zahlen sind beziiglich der t — 1
niederwertigsten Ziffern sortiert.
|.S. Sortiere nach Ziffer t:

@ Zwei Zahlen, die sich an Position t 622 412
unterscheiden, sind richtig sortiert. 327

o Zwei Zahlen, die an Position t
dieselbe Ziffer haben, sind nach 332
[.V. richtig sortiert und bleiben 276 718
aufgrund des stabilen
Sortierverfahrens sortiert. 982>(982)
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Radix-Sort

Laufzeit:

o Fasse jeweils r bit zu einer Ziffer zusammen.
@ Bei einer Wortlange von b bit miissen b/r Phasen durchlaufen

werden.

Frage: Wie groB muss r im Verhiltnis zu b sein, um eine gute
Laufzeit zu erzielen?

o Counting Sort hat Laufzeit ©(n + k). Hier: ©(n+ 2")

@ Bei b/r Phasen erhalten wir als Gesamtlaufzeit:
©(b/r-(n+2")

@ Extremwert bestimmen: Bei welchem Wert von r wird die
Laufzeit minimal?

In der Praxis: 32bit-Warter in Gruppen von 8bit = 4 Phasen
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Ubersicht

Sortieren
@ Shell-Sort — das bessere Insertion-Sort
@ Quick-Sort — unterschiedliche Varianten
@ Merge-Sort
@ Heap-Sort
@ Untere Schranke
@ Counting-/Radix-Sort
@ Bucket-Sort
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Bucket-Sort

Wie bei Counting-Sort treffen wir Annahmen iiber die zu
sortierenden Folgen.

@ Counting-Sort: ganze Zahlen aus kleinem Wertebereich
@ Bucket-Sort: Zahlen aus [0, 1) sind gleichverteilt

Die Werte des Arrays werden in verschiedene Facher einsortiert.

function BUCKET-SORT(A)
n = length(A)
for i:=1to ndo
insert A[i] into list B[|n- A[i]]]
put values back to A in order of lists B[0],..., B[n — 1]

Das Einfiigen eines Elements in eine sortierte Liste der Lange n in
Zeile 3 kostet O(n) Schritte.
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Bucket-Sort

Beispiel:

A.|.26|.78|.39|.21|.94|.17|.23|.68|.12|.72|
0 2 3 4 5 6 7 8 9

Bl /| [yl lsdrfy iyl ]
Y Y

12][.21]].39 | 68].72]  [.94]
\

Y Y A
11723 78]
Y

@
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Bucket-Sort

Laufzeit:

@ worst-case: O(n?)
@ best-case: O(n)
@ average-case: O(n)

Sei X; eine Zufallsvariable, die die Anzahl der Elemente im Fach
BJi] beschreibt. Fiir jedes Element A[j] gilt:

Pr(Alj] fallt in Fach i) =1/n

Dies gilt unabhangig fiir alle j, also liegt ein Bernoulli-Experiment
vor. Somit ist X; binomialverteilt mit den Werten n und p =1/n.
Also gilt:

EX]] = n-p=1

VIXi] n-p-(l—p)=1-1/n
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Bucket-Sort

AuBerdem wissen wir:

VIXi] = EIX?] - E’[X)] <= EIX?] = V[X] - E?[X]

Die erwartete Zeit zum Einfiigen der X; vielen Elemente in Fach i
dauert E(O(X?)] = O(E[X?]) Zeit.

Die erwartete Zeit zum Einsortieren aller Zahlen in die Facher
betragt also:

nio E[X?A]) = (Z E[X2]> =0 (i VX)) — E2[X,~]>
i=0

i=0

- 0 (i(z - l/n))

i=0
= 0(2n-1)
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Ubersicht

e © © 6 © ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

Effiziente Algorithmen Auswahlproblem ::

Einleitung

Entwurfsmethoden

Sortieren

Auswahlproblem
Graphalgorithmen
Vorrangwarteschlangen
Suchbdume

Textsuche

Amortisierte Laufzeitanalysen
Algorithmische Geometrie

Randomisierte Algorithmen
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Ubersicht

Auswahlproblem (Median-Berechnung)

o Motivation
@ randomisiert

@ worst-case

Effiziente Algorithmen Auswahlproblem :: Motivation
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Auswahlproblem

Einfache Selektionsaufgabe:

@ Bestimme das Minimum einer Zahlenfolge.

@ Bestimme das Maximum einer Zahlenfolge.

Unterscheide:

@ Unsortiert Werte = Alle Werte miissen mindestens einmal
betrachtet und verglichen werden.

@ Sortierte Werte = Bei wahlfreiem Zugriff kann in einem
einzigen Schritt das Minimum bzw. Maximum bestimmt
werden.

Hier: Finde zu einer gegebenen Zahlenfolge das i-kleinste Element.
Ubung.’ Wieviele Vergleiche bendtigt man, um in einer unsortierten
Teilfolge der Lange n sowohl das Minimum als auch das Maximum
zu bestimmen?
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Auswahlproblem

Versuch 1: [terative Selektion

@ Sortiere Werte mittels Selection Sort.
@ Brich den Sortiervorgang ab, wenn / Elemente sortiert sind.

Beispiel: Ermitteln des viertkleinsten Elements einer Folge:

14]42]58|29]47[2 [11]15|8 [11[89[4 |

[2 [42]58]29]47]14]11]15]8 [11]89]4 |

[2 |4 [58]29]47]14]11]15]8 [11]89]42]

[2 |4 [8 [29]47]|14]11]15]58]11]89]42]

[2 [4 |8 [11]47][14]29]15]58|11]89]42]

Laufzeit: O(i - n) — nur fiir kleine Werte von i geeignet
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Auswahlproblem

Versuch 2: Sortieren und Selektieren

Zunichst werden die Elemente mit einem effizienten Algorithmus,
wie z.B. Mergesort oder Heapsort sortiert. AnschlieBend steht das
gesuchte Element auf Position i/ des Arrays.

Laufzeit: O(n - log(n))
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Ubersicht

Auswahlproblem (Median-Berechnung)

o Motivation
@ randomisiert

@ worst-case

Effiziente Algorithmen Auswahlproblem :: randomisiert
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Randomisierte Selektion

random-select(1,r,i) basiert auf der Idee von Quicksort:

@ Waibhle aus allen Werten ein Pivot-Element zufillig aus und
tausche es mit dem Element am linken Rand.

83| 86| 77| 15| 93| 35| 86| 52| 21|48 62 27| 90| 59] 63

[48] 86] 77] 15[ 93] 35] 86] 52[ 21] 83] 62] 27[ 90] 59] 63]

® k := partition(l,r): Teile die Folge in zwei Teilfolgen L
und R auf.

[35]27]21] 15]489] 93] 86] 52[ 77] 83] 62] 86] 90] 59] 63]

® | < k = Gib random-select(1,k-1,i) zuriick.
@ /i = k = Gib das Pivot-Element zuriick.
® i > k = Gib random-select (k+1,r,i) zuriick.
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Randomisierte Selektion

Die Partitionierung erfolgt in Zeit ©(n).

Laufzeit:

@ Im giinstigen Fall wird die Folge bei jedem rekursiven Aufruf
mindestens um einen konstanten Faktor kleiner. Bei der
folgenden Abschiatzung werden bspw. immer 1—10 der Zahlen
ausgeschlossen. Dann erhalten wir:

T(n)=T(9/10-n)+0O(n) € ©(n)

@ Im ungiinstigen Fall wird die rekursiv zu durchsuchende Folge
immer nur um ein Element kleiner. Dann erhalten wir:

T(n)=T(h-1)4+06(n) € @(nz)
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Randomisierte Selektion

Average-case Laufzeit: Alle Werte im Array der Lange n seien
verschieden.

o Fiir jedes j € {1,...,n} gilt: Das Pivot-Element wird mit
Wahrscheinlichkeit 1/n das j-kleinste Element des Arrays.

@ Nach der Partitionierung enthilt die Teilfolge L dann j — 1
Elemente, R enthilt n — j Elemente.

n

T(n) < ©(m)+=-3 T(max(j—1,n—))

n -
Jj=1
2 n—1
< © = T(
< o+ Y TU)
j=Ln/2]
Mittels vollstandiger Induktion lasst nz_:l - §n2
sich leicht zeigen: ) I =3
j=Ln/2]
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Randomisierte Selektion

Behauptung: T(n) < c- n fiir ein geeignetes ¢ € RT

Wir iiberpriifen dies mittels der Einsetzungsmethode:

T(n)

<

IN

<

©(n) +

a

a

o

.n+

-n +

SN

n—

Y. T0)

1

J= L"/ 2

-n—|—% ZC_/

Jj= L"/2

j=

Zj

Ln/2]

Fiir ¢ > 4c¢; ist damit obige Aussage gezeigt.

Effiziente Algorithmen

Auswahlproblem ::

randomisiert
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Ubersicht

Auswahlproblem (Median-Berechnung)

o Motivation
@ randomisiert

@ worst-case

Effiziente Algorithmen Auswahlproblem :: worst-case
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Median-Strategie

@ generate a good pivot recursively, numbers in array A
@ due to Blum, Floyd, Pratt, Rivest, and Tarjan [1973]

SELECT(A,1,r,i)

© divide the n = r — [ 4+ 1 elements into groups of 5
@ find median of each 5-element group and put it into array B

© recursively select the median x of the |n/5] group medians to
be the pivot — SELECT(B,0,n/5,n/10)

partition around the pivot x and let k := partition(A,1l,r)
if i < k return SELECT(A,1,k-1,1)

if i = k return pivot

if i > k return SELECT(A,k+1,r,1i)

©0 060
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Median-Strategie

initial: n = r — [ + 1 elements

Effiziente Algorithmen

Auswahlproblem :: worst-case
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Median-Strategie

divide the n = r — | + 1 elements into groups of 5

Effiziente Algorithmen

Auswahlproblem :: worst-case
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Median-Strategie

3801888000808 -

find the median of each 5-element group
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Median-Strategie

recursively SELECT the median x of the [n/5] group medians to be
the pivot
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Median-Strategie

at least half the group medians are < x, which is at least
||n/5]/2] = |n/10| group medians
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Median-Strategie

at least half the group medians are < x, which is at least
||n/5]/2] = |n/10| group medians

@ therefore, at least 3|n/10] elements are < x
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Median-Strategie

at least half the group medians are < x, which is at least
||n/5]/2] = |n/10| group medians

@ therefore, at least 3| n/10] elements are < x

@ similarly, at least 3| n/10| elements are > x
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Median-Strategie

Laufzeit:

o Aufwand zum Bestimmen des Medians der Mediane: T(n/5)
@ Aufwand zum Bestimmen des k-kleinsten Elements: T(7n/10)
= Aufwand gesamt: T(n) = T(n/5) + T(7n/10) 4+ ©(n)
Vermutung: T(n) < cn
|

1 7 9 !
T(n) < gcn—i— Ecn—i—kn: Ecn+kn <cn

Wahlen wir ¢ groB genug, so ist die Ungleichung erfiillt:

gcn+kn<cn <— kn<cn—gcn—icn
10 - - 10 10

<— 10k<c
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Median-Strategie

Ubung:

@ Implementieren Sie die vorgestellten Verfahren zur
Median-Bestimmung und vergleichen Sie die Laufzeiten fiir
verschieden groBe, zufillige Zahlenfolgen.

@ Welches Verfahren wiirden Sie in der Praxis einsetzen?

@ Implementieren Sie Quicksort mit einer verbesserten Wahl des
Pivot-Elements und vergleichen Sie die Version mit den
bereits friiher erstellten Versionen.
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Ubersicht
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Einleitung

Entwurfsmethoden

Sortieren

Auswahlproblem
Graphalgorithmen
Vorrangwarteschlangen
Suchbdume

Textsuche

Amortisierte Laufzeitanalysen
Algorithmische Geometrie

Randomisierte Algorithmen
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Grundlagen

Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus

@ einer endlichen Menge von Knoten V' = {v1,...,v,} und

@ einer Menge von gerichteten Kanten E C V x V.

Bei einem ungerichteten Graphen G = (V, E) sind die Kanten
ungeordnete Paare: E C {{u,v} | u,v € V,u# v}

gerichteter Graph ungerichteter Graph

Wir bezeichnen im Folgenden |V| =V und |E| = €.
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Motivation

Ubung: Sehen Sie sich unsere Definition von ungerichteten
Graphen noch einmal genau an. Uberlegen Sie, ob parallele Kanten
oder Schleifen moglich sind.

parallele Kanten

Schleife

Wieviele Kanten kann ein Graph maximal haben?
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Motivation

Die Kanten eines Graphen kdnnen gewichtet sein, um z.B. Langen
oder Zeiten beschreiben zu kdnnen.

Gewichtete Graphen G werden wir als 3-Tupel G = (V, E, ¢)
angeben, wobei

@ V die Knotenmenge,

o E die Kantenmenge und

@ c: E — R eine Funktion bezeichnet, die jeder Kante e eine

Zahl c(e) zuordnet.

Graphen verwenden wir liberall dort, wo ein Sachverhalt darstellbar
ist durch

@ eine Menge von Objekten (Entitdten)

@ und Beziehungen zwischen den Objekten.
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Motivation

Beispiele:

@ Routenplanung: Stadte sind durch StraBen verbunden; die
StraBen haben eine gewisse Linge, die als Kantengewicht
angegeben wird.

@ Kursplanung: Kurse setzen andere Kurse voraus.

@ Produktionsplanung: Produkte werden aus Einzelteilen und
Teilprodukten zusammengesetzt.

@ Schaltkreisanalyse: Bauteile sind durch elektrische Leitungen
verbunden.

@ Spiele: Der Zustand/Status eines Spiels wird durch einen
Spielzug gedndert.
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Begriffe: gerichtete Graphen

Sei G = (V/, E) ein gerichteter Graph und seien u,v € V.

@ Sei e = (u, v) eine Kante. Knoten u ist der Startknoten, v der
Endknoten von e. Die Knoten u und v sind adjazent, Knoten
u bzw. v und Kante e sind inzident.

o Der Eingangsgrad von u, geschrieben indeg(u), ist die Anzahl
der in u einlaufenden Kanten.

Der Ausgangsgrad von u ist die Anzahl der aus u
auslaufenden Kanten und wird mit outdeg(u) bezeichnet.

@ p=(v,v1,...,Vk) ist ein gerichteter Weg in G der Lange k
von Knoten u nach Knoten w, falls gilt: vp = u, vx = w und
(V,',l7 V,‘) e Efirl<i<k

@ Der gerichteter Weg p ist einfach, wenn kein Knoten
mehrfach vorkommt.

o Ein gerichteter Weg p = (vo, v1, ..., vk, vo) heiBt Kreis, falls
alle Kanten (v;_1, v;) und (v, vo) paarweise disjunkt sind.
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Begriffe: gerichtete Graphen

Sei G = (V/, E) ein gerichteter Graph.
@ Ein Graph G’ = (V'  E’) ist ein Teilgraph von G, geschrieben
G' CG, falls V CVund E' CE.
Unten: G; und Gy sind Teilgraphen von G.
@ Ein Graph G’ = (V' E’) heiBt induzierter Teilgraph von G,
falls V/ C V und E' = EN (V' x V') gilt. Der Graph G|y»
bezeichnet den durch V'’ induzierten Teilgraphen von G.

@ Unten: G ist kein induzierter Teilgraph von G, da die Kanten
(6,1) und (5,7) fehlen. Gy ist der durch die Knotenmenge
{1,3,5,6,7} induzierte Teilgraph von G.

1 2 1 1
% T\.—». é>—*
6 7 3 6 7 3 6 7 3
5 G 4 5 G‘1 5 G2
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Begriffe: ungerichtete Graphen

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph und seien u,v € V.

@ Sei e = {u, v} eine Kante. Die Knoten v und v sind adjazent,
Knoten u bzw. v und Kante e sind inzident. Knoten u und v
sind die Endknoten der Kante e.

@ Der Knotengrad von u, geschrieben deg(u), ist die Anzahl der
zu u inzidenten Kanten.

@ p=(w,v1,...,Vk) ist ein ungerichteter Weg in G der Lange
k von Knoten u nach Knoten w, falls gilt: vp = u, vk = w
und {vj_1,v;} € E fir 1 <i<k.

@ Der ungerichteter Weg p ist einfach, wenn kein Knoten
mehrfach vorkommt.

@ Ein ungerichteter Weg p = (v, v1, .. ., vk, vo) heiBt Kreis, falls
alle Kanten, also {vj_1, v;} und {vk, v}, paarweise disjunkt
sind.
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Begriffe: ungerichtete Graphen

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph.

@ Ein Graph G’ = (V/, E’) ist ein Teilgraph von G, geschrieben
G'CG,falls V CVund E' CE.
Unten: Gy und G, sind Teilgraphen von G.

@ Ein Graph G’ = (V' E’) heiBt induzierter Teilgraph von G,
falls V/C Vund E' = ENn{{u,v}|u,ve V' u#v}gil

@ Unten: G ist kein induzierter Teilgraph von G, da die Kanten

{1,6} und {5,7} fehlen. G ist der durch die Knotenmenge
{1,3,5,6,7} induzierte Teilgraph von G.

1 2 1 1
.\l @ @
6 3 6 7 3 6 7 3
5 4 5 5
G G, Gy
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Speicherung von Graphen

Sei n die Anzahl der Knoten in dem Graphen G = (V, E). Die

Adjazenz-Matrix fiir G ist eine n x n-Matrix Ag = (a;;) mit

_~_J 0, falls (vi,vj) € E,
W= 1, falls (vi,vj) € E.

Beispiel:
gerichtet: ungerichtet:
All 2 3 4 All 2 3 4
110 1 0 O 1710 1 1 1
210 0 0 1 2|11 0 0 1
311 0 0 O 311 0 0 1
411 0 1 O 411 1 1 0
Frage: Wie lange dauert die Operation
o ,falls Knoten u mit Knoten v verbunden ist ..."
o . fiir alle zu Knoten u benachbarten Knoten v ..."
Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Grundlagen 455 / 1138



Speicherung von Graphen

Bei einer Adjazenz-Liste werden fiir jeden Knoten v eines Graphen
G = (V, E) in einer doppelt verketteten Liste Adj[v] alle von v
ausgehenden Kanten gespeichert.

Beispiel:
gerichtet: ungerichtet:
Adj[v] = {v2} Adj[v] = {v2, v3, v4}
Adjlvo] = (v} Adj[va] = {wa, va}
Adilu] = v} Adjlus] = {v, v}

Adjlva]l = {v1,vz}  Adj[va] = {vi, 2, v3}

Frage: Wie lange dauert die Operation

@ ,falls Knoten v mit Knoten v verbunden ist ..."

@ . fiir alle zu Knoten u benachbarten Knoten v ...
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Speicherung von Graphen

Bei einem Adjazenz-Array werden alle Kan-
ten in einem Array abgelegt, alle zu einem
Knoten inzidenten Kanten liegen hinterein-
ander im Array.

erichtet:
T [i[z[3[4]5] [ TO[A[2[3[A]E
[edgeOf [O[1[2[3 5] |target [2[4][1|1]|3]-
ungerichtet:
| if[1[2]3]4]5 ]
[edgeOf [O[3]5]7]

ifol1]2]34 718]9]10
target || 2 |3 |4 1|4
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Speicherung von Graphen

Vergleich: Sei G = (V, E) ein Graph mit n Knoten und m Kanten.
Zur Speicherung von G wird folgender Platz benétigt:

o Adjazenz-Matrix: O(n?)
o Geeignet fiir dichte Graphen (dense graphs).
o Adjazenz-Matrizen unterstiitzen sehr gut Aufgaben wie: Falls
Knoten v und v adjazent sind, tue ...
@ Adjazenz-Liste und -Array: O(n+ m)
o Auch geeignet fiir diinn besetzte Graphen (sparse graphs).
o Adjazenz-Listen und -Arrays unterstiitzen sehr gut das
Verfolgen von Kanten: Fiir alle zu Knoten v inzidenten Kanten
tue ...

Hinzufiigen und Léschen von Knoten werden nicht unterstiitzt. Es
gibt aber voll dynamische Datenstrukturen ...
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Ubersicht
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Durchsuchen von gerichteten Graphen

Aufgabe: Die Suche soll alle von einem gegebenen Startknoten s
aus erreichbaren Knoten finden.

Sei D eine Datenstruktur zum Speichern von Kanten.

Algorithmus:

markiere alle Knoten als ,,unbesucht*
markiere den Startknoten s als , besucht”
fige alle aus s auslaufenden Kanten zu D hinzu
solange D nicht leer ist:
entnehme eine Kante (u, v) aus D
falls der Knoten v als ,,unbesucht” markiert ist:
markiere Knoten v als ,, besucht*
fiige alle aus v auslaufenden Kanten zu D hinzu
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Durchsuchen von gerichteten Graphen

Anmerkung: In der Datenstruktur D speichern wir diejenigen
Kanten, von deren Endknoten vielleicht noch unbesuchte Knoten
erreicht werden konnen.

Laufzeit:

@ Jede Kante wird hochstens einmal in D eingefiigt.
@ Jeder Knoten wird hochstens einmal inspiziert.

= Die Laufzeit ist proportional zur Anzahl der vom Startknoten
aus erreichbaren Knoten und Kanten, also O(V + &).

Der Typ der Datenstruktur bestimmt die Durchlaufordnung:

@ Stack (last in, first out): Tiefensuche

o Liste (first in, first out): Breitensuche
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Tiefensuche

Wir unterscheiden die Kanten bei einem gerichteten Graphen nach
der Rolle, die sie bei der Tiefensuche spielen.

@ Baumkante: Kante, der die Tiefensuche folgt.

o Vorwiartskante: Kante (u, v) € E mit dfb[v] > dfb[u], die aber
keine Baumkante ist.

@ Querkante: Eine Kante (u,v) € E mit dfb[v] < dfb[u] und
dfe[v] < dfe[u].

® Riickwartskante: Kante (u,v) € E mit dfb[v] < dfb[u] und
dfe[v] > dfe[u].

Rekursive Tiefensuche:

markiere alle Knoten als ,, unbesucht*

dfbZ3ahler := 0
dfeZ3hler := 0
dfs(s)

Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Tiefen- und Breitensuche 462 / 1138



Tiefensuche

dfs(u)

markiere u als , besucht”
dfb[u] := dfbZahler
dfbZ3hler := dfbZahler + 1
betrachte alle Kanten (u,v) € E:
falls Knoten v als ,,unbesucht” markiert ist:
dfs(v)
dfe[u] := dfeZahler
dfeZahler := dfeZahler + 1
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Tiefensuche

& o &7
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Tiefensuche
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Tiefensuche

©0,% 3,00 G,1) 0,% (3,00 5,1
(11{?_»? (12(?_»?3
1L,% (2,3 (4.2 1,4 2,3 42
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Tiefensuche

0,5 (3,00 6,1
(13

1,4) 2,3) 4,2)

@ Baumkanten sind rot markiert.
@ Riickwartskanten sind griin markiert.
@ Querkanten sind blau markiert.

@ Vorwartskanten sind gelb markiert.
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Anwendungen: Test auf Kreisfreiheit

Modifizierte Tiefensuche:

markiere alle Knoten als unbesucht
solange ein unbesuchter Knoten v existiert:
dfs(v)

Satz: Der gerichtete Graph G enthilt einen Kreis < die
modifizierte Tiefensuche auf G liefert eine Riickwartskante.

Beweis:

“<" Fiir eine Rickwértskante (u, v) gilt: dfb(u) > dfb(v) und
dfe(u) < dfe(v). AuBerdem existiert ein Weg von v nach u.

Gabe es keinen Weg von v nach u, dann

W ware dfs(v) beendet, bevor dfs (u) auf-

\/ gerufen wird, also dfe(v) < dfe(u). 44
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Test auf Kreisfreiheit

Beweis: (Fortsetzung)

“=" Sei C =(vi,v2,..., vk, vi) ein Kreis in G.

0O.B.d.A. sei v; der Knoten aus C, der von der Tiefensuche
zuerst besucht wird, also dfb(vy) < dfb(vk).

dfs(vy) wird erst beendet, wenn alle von v; aus erreichbaren
Knoten, also insbesondere v, besucht und abgearbeitet
wurden. Daher gilt dfe(vq1) > dfe(vk).

Also ist (vk, v1) eine Riickwartskante.
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Anwendungen: Topologische Sortierung

Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V/, E).

Gesucht: Eine Nummerierung m(vi),...,m(v,) der Knoten, so
dass gilt: (u,v) € E = w(u) > 7(v)

Algorithmus: Modifizierte Tiefensuche

G ist kreisfrei = dfe-Nummern sind topologische Sortierung!
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Topologische Sortierung

Korrektheit: Fiir alle Kanten (u,v) € E gilt dfe(u) > dfe(v).

@ Wenn G kreisfrei ist, treten keine Riickwartskanten auf.

® (u,v) ist eine Baumkante u@g— @V
— dfe(u) > dfe(v) v
Denn: dfs(u) wird erst beendet, wenn dfs (v) bereits
abgeschlossen ist.

® (u,v) ist eine Vorwartskante u Q’V
— dfe(u) > dfe(v) v’

Denn: dfs(v) ist bereits beendet, wahrend bei dfs(u) die
Vorwirtskante entdeckt wird.

@ (u,v) ist eine Querkante
— dfe(u) > dfe(v) nach Definition v/

Anmerkung: Wenn G nicht kreisfrei ist, also einen Kreis enthilt,

dann existiert keine topologische Sortierung der Knoten.
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Ubersicht

Graphalgorithmen:

@ Grundlagen

@ Tiefen- und Breitensuche

@ Zusammenhangsprobleme

@ Minimale Spannbdume

o Kiirzeste Wege

@ Netzwerkfluss

@ Matching-Probleme

@ Schwere Probleme auf speziellen Graphklassen
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Zusammenhangsprobleme

Sei G = (V/, E) ein gerichteter Graph.

o G ist stark zusammenhdngend, wenn es zwischen jedem
Knotenpaar einen Weg in G gibt.
Also: Fiir alle u, v € V existiert ein Weg von u nach v und ein
Weg von v nach v in G.

@ Eine starke Zusammenhangskomponente von G ist ein bzgl.
der Knotenmenge maximaler, stark zusammenhangender,
induzierter Teilgraph von G.

Beispiel:
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Zusammenhangsprobleme

Algorithmus: Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V, E).

@ Tiefensuche auf G mit dfe-Nummerierung der Knoten.

@ Berechne G = (V, ER) mit ER = {(v,u) | (u,v) € E}.

@ Tiefensuche auf GR, wobei immer mit dem Knoten v mit
groBtem dfe-Index aus Schritt 1 gestartet wird.

Jeder Baum des in Schritt 3 entstandenen Waldes entspricht einer
starken Zusammenhangskomponente.
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Zusammenhangsprobleme

Beispiel: Eine moégliche Tiefensuche auf G mit Startknoten a

liefert:
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Zusammenhangsprobleme

Beispiel: Tiefensuche auf G®, wobei immer mit dem Knoten v mit
groBtem dfe-Index aus dem vorigen Schritt gestartet wird, liefert:

==
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Zusammenhangsprobleme

Warum ist es wichtig, in Schritt 3 den Knoten mit dem groBten
dfe-Index zu wahlen?
Wenn eine Kante (u, v) € E existiert, die
eine starke ZHK A mit einer starken ZHK
B verbindet, dann gilt nach dem ersten
Schritt: dfe(u) > dfe(v)
Eine Kante von B nach A kann also nicht
existieren, da sonst A und B eine einzige
starke ZHK bilden wiirden.

o falls die Tiefensuche in B beginnt:
— Tiefensuche in B ist beendet, bevor Tiefensuche in A startet.
— dfe(u) > dfe(v)

o falls die Tiefensuche in A beginnt:
— Die Tiefensuche erreicht irgendwann B, und B wird komplett

abgearbeitet, bevor die Tiefensuche in A fortgesetzt wird.
— dfe(u) > dfe(v)
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Zusammenhangsprobleme

Korrektheit:

Wir stellen zunichst fest, dass die Graphen G und GR dieselben
starken Zusammenhangskomponenten haben, denn:
G GR
U~V = Vv~
Wenn ein Weg von u nach v in G existiert, dann existiert in

GR ein Weg von v nach wv.
G GR
VU = UMV

Wenn ein Weg von v nach u in G existiert, dann existiert in
GR ein Weg von u nach v.
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Zusammenhangsprobleme

Korrektheit: (Fortsetzung)

Wir bestimmen die starken Zshg.-komponenten durch Tiefensuche
auf GR. Betrachten wir zwei starke Zshg.-komponenten A und B:

o Eine Kante (u,v) € E von A nach B wird in GR umgedreht.

@ In G kann keine Kante von B nach A existieren, da sonst A
und B eine groBe Zshg.-komponente bilden wiirde.

@ Es existieren in GF also keine Kanten von A nach B.

@ Zunichst wird eine Tiefensuche in A gestartet, da aufgrund
unserer Voriiberlegung dfe(u) > dfe(v) gilt.

— Der Tiefensuchbaum umfasst genau die Knoten in A.

AnschlieBend sind die Knoten von A als besucht markiert und
werden nie wieder besucht. Also werden auch die Knoten von B
durch eine spatere Tiefensuche korrekt ausgegeben.
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Zusammenhangsprobleme

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph.

@ G heiBt zusammenhingend, wenn es zwischen jedem
Knotenpaar u,v € V einen Weg in G gibt.

@ G heiBt k-fach zusammenhangend, wenn es zwischen jedem
Knotenpaar k knotendisjunkte Wege gibt.

Das heiBt, auBer die Start- und Endknoten sind alle auf den
Wegen liegenden Knoten paarweise verschieden.

o Eine k-fache Zusammenhangskomponente von G ist ein
maximaler k-fach zusammenhangender, induzierter Teilgraph
von G.

@ Ein Knoten u ist ein Schnittpunkt, wenn der Graph G ohne
Knoten u (und damit auch ohne die zu v inzidenten Kanten)
mehr Zusammenhangskomponenten hat als G.

Englisch: cut point oder articulation point.
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Zusammenhangsprobleme

Beispiel: Der folgende Graph ist zusammenhingend.
@% /@ (—@) ¢
@ Eine der 2-fach Zusammenhangskomponenten ist der griin
markierte Teilgraph.

@ Der rot markierte Teilgraph stellt sogar eine 3-fach
Zusammenhangskomponente dar.

@ Knoten b und h sind Schnittpunkte: Wird einer dieser Knoten
entfernt, ist der Restgraph nicht mehr zusammenhangend.

Wir werden im Folgenden solche Schnittpunkte berechnen. Ein
Graph ohne Schnittpunkt ist mindestens 2-fach zusammenhangend.
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Zusammenhangsprobleme

Tiefensuche auf ungerichteten Graphen G:

(@) (D) @
o
b) ) ) OO

© © ®

Graph G DFS DFSo

(a) Es existieren keine Querkanten.

(b) Die Wurzel w eines DFS-Baums ist ein Schnittpunkt, wenn w
mehr als einen Teilbaum hat, denn: G ohne w zerfillt wegen
Punkt (a) in mehrere Teile, siehe Knoten ¢ bei DFS..
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Zusammenhangsprobleme

(c) Ein innerer Knoten v ist kein Schnittpunkt, wenn aus jedem
Teilbaum von v eine Riickwartskante zu einem Vorganger von
v geht, denn: Wenn v aus G entfernt wird, existiert iiber die
Riickwartskante ein alternativer Weg in den Teilbaum.

Knoten ¢ in DFS; ist ein Schnittpunkt: Vom rechten
Teilbaum geht zwar eine Riickwéartskante zu einem Vorganger
von ¢ im Baum, aber vom linken Teilbaum nicht.

Idee des Algorithmus: Tiefensuche auf G.

@ Berechne fiir Knoten v am Ende von dfs(v):

/ = min 4 dfb(v), mi dfb(z)}, i I
ow(v) mln{ (v) (VglenRK{ (2)} (v,uT)IgBK{ ow(w)}}
@ ,Wie hoch geht es im Baum iiber Riickwartskanten?"
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Zusammenhangsprobleme

Anschaulich:

low(v) := min {dfb(v),

in {dfb
(V,T)'G”RK{ (2)},

(v,vT)igBK{IOW(W)}}

Y

zunehmende
dfb—Werte

Graphalgorithmen :: Zusammenhangsprobleme
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Zusammenhangsprobleme

1 dfb—Nummern
B——@O)—

low(f) = min(6, 4, %) = 4
low(e) = min(5, %, 4) = 4
low(h) = min(8, 4, %) = 4
low(g) = min(7, %, 4) = 4
low(d) = min(4, %, 4,4) = 4
low(c) = min(3, %, 4) = 3
low(i) = min(9, 1, %) = 1
low(b) = min(2, %, 1) = 1
low(a) = min(1, %, 1) = 1
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Zusammenhangsprobleme

Algorithmus:

markiere alle Knoten als ,,unbesucht
dfbZahler :=1
initialisiere einen leeren Stack
fiir alle Knoten v € V:
falls v als ,,unbesucht” markiert ist
ZSuche (v)

Vorbemerkungen zur Funktion ZSuche:

@ Zeile 10: Ein Knoten v ist ein Schnittpunkt, wenn ein Kind w
von v existiert mit low(w) > dfb(v)

@ Der Wert low(v) wird in den Zeilen 4, 11 und 13 berechnet.

@ Zeile 8: Der Vorginger pred[v] wird vermerkt, um in Zeile 12

Riickwarts- von Baumkanten unterscheiden zu kdnnen.
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Zusammenhangsprobleme

ZSuche (v)

1. markiere v als ,,besucht”

2. dfb[v] := dfbZahler

3. dfbZahler := dfbZahler + 1

4. low[v] := dfb|[v]

5. betrachte alle mit v inzidenten Kanten {v,w} € E:

6 lege {v, w} auf Stack, falls noch nicht geschehen

7 falls w als ,,unbesucht” markiert ist:

8. pred[w] := v

9 ZSuche(w)  // berechnet low[w]

10. falls low[w] > dfb[v]: alle Kanten bis {v, w} vom
Stack nehmen und als Komponente ausgeben

11. low[v] := min(low[v], low[w])

12. sonst: falls w # pred[v]:

13. low[v] := min(low[v],dfb[w])
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Ubersicht

Graphalgorithmen:

Grundlagen
Tiefen- und Breitensuche

Zusammenhangsprobleme
Kiirzeste Wege

Netzwerkfluss

°
°

°

@ Minimale Spannbdume
°

°

@ Matching-Probleme

o

Schwere Probleme auf speziellen Graphklassen
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Minimale Spannbaume

Definition: Ein Spannbaum T eines Graphen G = (V/, E) ist ein
zusammenhangender Teilgraph T = (V,E7) von G mit V — 1
Kanten.

Gegeben: Ein ungerichteter, zusammenhingender Graph
G = (V, E, ¢) mit Kostenfunktion ¢ : E — R*.

Gesucht: Ein Spannbaum T = (V, E7) von G mit minimalen
Kosten:
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Minimale Spannbaume

Beispiel:

Zur Zeit bester Algorithmus stammt von Karger, Klein und Tarjan:
A randomized linear-time algorithm to find minimum spanning
trees. Journal of the ACM. 1995.

Aus dem Titel geht hervor, dass es sich um einen randomisierten
Algorithmus mit einer erwarteten Laufzeit in O(V + &) handelt.
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Minimale Spannbaume

Motivation:

o Verkabelung: Alle Hauser sollen ans Telefonnetz angeschlossen
werden und aus Kostengriinden sollen dazu moglichst wenige
Kabel verlegt werden.

o Stromversorgung von elektrischen Bauteilen auf einer Platine.

@ Routing:

o CISCO IP Multicast
o Spanning Tree Protocol

© Es werden nur die StraBen repariert, so dass nach wie vor alle
Hauser erreichbar sind.
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Minimale Spannbaume

Beobachtung: Sei (V4, V) eine disjunkte Zerlegung der
Knotenmenge V/, also Vi NV, =0 und Vi3 U V, = V. Dann gilt:

Ein minimaler Spannbaum enthilt die billigste Kante
e={u,v} € Emituec Viundve WV,
Beweis durch Widerspruch:

Wir nehmen an, kein minimaler
Spannbaum enthilt die billigste
Kante zwischen V; und V5.

@ Durch Hinzunahme der entsteht ein Kreis.

@ Durch streichen der teueren Kante zwischen V; und V5
entsteht wieder ein Spannbaum, dessen Gewicht sogar
geringer ist als der urspriingliche Spannbaum. 7 /
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Kruskals Algorithmus

Sei G = (V, E, ¢) ein ungerichteter Graph mit Kostenfunktion

c: E—RT.
A=10
for each vertex v € V do

makeSet (v)
sort the edges of E by non-decreasing weight

for each edge (u,v) € E do
r, := findSet (u)
r, ;= findSet (v)
if r, = r, then
A=AU{{u,v}}

union(r,, r,)

Nach Ablauf des Algorithmus enthilt die Menge A die Kanten

eines minimalen Spannbaums.
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Kruskals Algorithmus

Zunichst werden die Kanten anhand ihrer Gewichtung sortiert.
AnschlieBend wird in jedem Schritt eine Kante {u, v} aus der
sortierten Liste entfernt, gepriift, ob die Endknoten v und v in
verschiedenen Mengen liegen und ggf. diese Mengen verschmolzen.

Beispiel: sorted(E)

Knotenmengen

initial
{d, e}
{a,c}
{b, d}
{a, d}
{c,e}
{c,d}
{a, b}
{e.f}
{d,f}

{a}, {b}, {c}, {d}, {e}, {f}
{a}, {b},{c}.{d, e}, {f}
{a,c}, {b},{d, e}, {f}
{a,c},{b,d,e},{f}
{a,c,b,d, e}, {f}
unverandert

unverandert

unverandert

{a,c,b,d, e, f}
unverandert
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Kruskals Algorithmus

Wir bendtigen eine Datenstruktur, mit der wir effizient Mengen
verwalten kdnnen. Insbesondere sollen die Funktionen findSet
und union unterstiitzt werden.

Union-Find-Datenstruktur:
@ Zur Speicherung einer disjunkten Zerlegung einer Menge

S = XjUuXoU...UX, mitX,-ﬂXj:(Z)ﬁjri#j.

@ Speichere jede Klasse X; in einem Baum.

@ Der Reprasentant einer Klasse X; ist die Wurzel des Baums.

@ Die Funktion findSet (v) liefert den Reprdsentanten des
Baums, in dem Knoten v gespeichert ist.

@ Damit ein Knoten schnell gefunden werden kann, werden
Zeiger auf alle Elemente v € S gespeichert.

@ Die Funktion union héngt den kleineren/flacheren Baum an

die Wurzel des groBeren/tieferen an.
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Kruskals Algorithmus

In unserem Beispiel:

’ sorted(E) ‘ Mengenreprasentation durch Baume

initial a b c d e f
a b c d f

{d, e} e
a b d f

{a,c} c e
a /d\ f

{b,d} |c b e

Effiziente Algorithmen
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Kruskals Algorithmus

Fortsetzung:

’ sorted(E) ‘ Mengenreprasentation durch Baume

{b,d}

a d

A

f

T— 0. T

TN
I

{a,d}
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Kruskals Algorithmus

Die Funktion makeSet (v) initialisiert den Vorgdnger und den
Rang der Wurzel:

pred[v] := 0
rang[v] := 0

Wir speichern zu jedem Knoten dessen Rang, um eine Vereinigung
zweier Baume nach ihrer Héhe durchfiihren zu kénnen. Aktualisiert
wird nur der Rang der Wurzel bei union(u,v):

a = find(u)
b := find(v)
wenn rang[a] < rang|b]
dann pred[a] :== b
sonst pred[b] := a
wenn rang[a] = rang[b]
dann rang[a] := rang[a] + 1
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Kruskals Algorithmus

Ubung: Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion iiber die Hohe h
eines Baums, dass die Hohe der so entstehenden Baume nur
logarithmisch in der Anzahl der Knoten ist. Also: Ein Baum der
Hohe h hat mindestens 2" viele Knoten.

Folgerung: Die Laufzeit einer findSet-Operation ist logarithmisch
in der Anzahl der Knoten beschrankt.

Laufzeit:
o Initialisierung: ow)
@ Sortieren der Kanten: O(€ - log(€))
@ Schleifendurchlaufe mal Aufwand findSet: O(€ - log(V))
o Gesamtlaufzeit: O(€ - log(V))

Ubung: Zeigen Sie, dass O(log(€)) = O(log(V)) gilt.
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Kruskals Algorithmus

Anmerkung: Die Kosten der findSet-Operation sind abhdngig
von der Hohe der Baume.

o Es ware giinstig, alle Knoten direkt an die Wurzel zu hangen.
@ Das aber wiirde die union-Operation teurer machen als bisher.

@ Stattdessen: Verkiirze wahrend der findSet-Operation die
Pfadlangen. — findSet (x) mit Pfadkomprimierung:

res := X, z := X
while pred[res] # 0 do
res = pred|res]

while pred[z] # res do
tmp ==z
z := pred[z]
pred[tmp] := res
return res
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Kruskals Algorithmus
Beispiel:
1 find(4) 1 !
5/ \2 5/ \2 - /7\‘3\4
N i

6 8

o —> Ut
N —> N

00— P —— W

E

@ Die Pfadkomprimierung macht die findSet-Methode
ungefdhr doppelt so teuer wie vorher, die asymptotische
Laufzeit wird nicht groBer.

@ Eine amortisierte Laufzeitanalyse liefert: Kruskals Algorithmus
hat fiir alle praktischen Eingaben eine lineare Laufzeit.
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Einschub: Mengen

Ubung: Welche Laufzeiten haben die Operationen

@ Vereinigung zweier Mengen AU B,
@ Schnitt AN B zweier Mengen und
o Differenz zweier Mengen A — B,

wenn die Mengen A und B mittels sortierter, doppelt verketteter
Listen abgespeichert werden?
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Prims Algorithmus

Sei @ eine Datenstruktur zum Speichern von Knoten. Die Knoten
sind mit den Kantenwerten gewichtet.

Q =V
key[v] := oo for all v € V
key([s] := 0 for some arbitrary s € V
while @ # () do
u := ExtractMin(Q)
for all v € Adj(u) do
if ve Qand c((u,v)) < key[v]
then key[v] := c((u, v))
m[v] :==u

@ @ nennt man Vorrang-Warteschlange oder priority queue.

@ 7[v] speichert den Vorganger (predecessor) des Knoten v.
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Prims Algorithmus: Beispiel

() o0
a2 (-3
6 35 1
b5
a0 (o 0]
Q=1{a,b,c,d,e,f}
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Prims Algorithmus: Beispiel

0 2 0 0 9 3
(o) 2 (23 (e (o) 2 o)< (e
%xi 1 |e %3 55 1 |e
b d—7f b2 d—7f
6 3 % 6 3 =)

Q={c,d, b,e,f} Q=1{d,e, b, f}
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Prims Algorithmus: Beispiel

Cl g CIC
o w
()=
~ =

RPN
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Prims Algorithmus: Beispiel

0 2 0 2 1

2@ 2 (3 (e

6 ™5 A e

3 bf—=d—7U

3 2 3 6
Q={e, b, f} Q=1{b, f}
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Prims Algorithmus: Beispiel

0 2 0 2

2 fo}-3 (e 2 (o)

6] 3\_5b

b D) b D) d

2 2 3
Q= ) Q={ﬂ
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Prims Algorithmus: Beispiel

0 2 0 2
2@3e al<2 (¢
6| 3\ 5
b2 bf—={dj—7
2 2 3
Q=1 Q=10

D =

(> Bz}
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Prims Algorithmus: Bewertung

Laufzeit:
T = @(V) : 7_Ext'ractMin + @(5) : 7_DecreaseKey

Wird die Datenstruktur @ mittels Array implementiert:

o TExtractMin € O(V)

o TDecreaseKey € O(l)
= Laufzeit O(V?)

Anmerkungen: Implementiere Q als

@ Binar-Heap: Laufzeit O(€ - log(V))
@ Fibonacci-Heap: Laufzeit O(€ +V - log(V))
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Ubersicht

Graphalgorithmen:

Grundlagen
Tiefen- und Breitensuche

Zusammenhangsprobleme
Kiirzeste Wege

Netzwerkfluss

°
o

°

@ Minimale Spannbdume
°

°

@ Matching-Probleme

o

Schwere Probleme auf speziellen Graphklassen
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Kiirzeste Wege

Gegeben: Ein (un-)gerichteter, zusammenhangender Graph
G = (V, E, c) mit Kostenfunktion c : E — R*.

Varianten:
@ Single source shortest paths: Suche von einem gegebenen
Knoten s € V die kiirzesten Wege zu allen anderen Knoten.
— Algorithmen von Dijkstra oder Bellman/Ford

@ All pairs shortest paths: Suche fiir jedes Paar (u,v) € V x V
den kiirzesten Weg von u nach v.

— Floyd/Warshall Algorithmus
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Kiirzeste Wege

Motivation:

@ Reiseplanung: Finde den kiirzesten Weg zum Urlaubsort.
@ Kostenminimierung: Finde Zugverbindung
@ mit moglichst kurzer Reisezeit,

@ bei der man moglichst wenig umsteigen muss, oder
o die moglichst preiswert ist.
= z.B. Fahrplanberechnung der Deutschen Bahn AG

@ Routing im Internet: OSPF (Open Shortest Path First)

Anmerkung: Das Problem, einen einfachen langsten Weg zu
finden, ist NP-vollstandig.

Reduktion: Hamilton Path <, Longest Path

Graph G = (V, E) contains a hamilton path if and only if
there is a simple longest path of length V — 1.
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Kiirzeste Wege

Warum bendétigen wir einen neuen Algorithmus zur Berechnung
kiirzester Wege? Sind die kiirzesten Wege nicht bereits durch einen
minimalen Spannbaum gegeben?

@ Der minimale Spannbaum im obigen Graphen ist eindeutig
und durch die griin markierten Kanten gekennzeichnet.

@ Der kiirzeste Weg von a nach d ist allerdings durch die Kante
{a, d} gegeben, die nicht zum minimalen Spannbaum gehért.
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Kiirzeste Wege

Optimale Sub-Struktur: Ein Teilweg eines kiirzesten Weges ist
ebenfalls ein kiirzester Weg.

Theorem: Sei (vp, vi, va, ..., vk) ein kiirzester Weg von vy nach vy.
Dann ist jeder Teilweg von v; nach v; fiir 0 </ < j < k auch ein
kiirzester Weg von v; nach v;.

Beweis: Cut and i
@ OO @

Gabe es einen kiirzeren Weg von v; nach v;, dann kénnte auch der
Weg von vy nach vy verkiirzt werden. 4
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Kiirzeste Wege

Bezeichne §(u, v) die Lange des kiirzesten Wegs von u nach v.
Falls kein Weg von u nach v existiert, gelte 6(u, v) = oc.

Dreiecksungleichung: Fiir alle Knoten u, v, w € V gilt:

d(u,w) <é(u,v)+6(v,w)

Beweis:
o (u,w)

Ware §(u, v) + (v, w) < 0(u, w), dann wére 6(u, w) nicht die
Lange des kiirzesten Weges von u nach w.
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Kiirzeste Wege

Enthilt ein Graph einen Kreis negativer Lange, dann existieren
einige kiirzeste Wege nicht, da der Kreis bei jedem Durchlaufen die

Weglange verkiirzt.

Bezeichnungen hier wie bisher:

@ Eine endliche Folge von Knoten p = (vi,v2..., vy) heiBt
Weg, falls (vi_1,v;) € E fur i € {2,..., m}.

@ Ein Weg heiBt einfach, wenn alle v; paarweise verschieden
sind, wenn also kein Knoten mehrfach vorkommt.

@ Suchen wir einfache Wege, dann sind diese auch bei Kreisen
negativer Lange wohldefiniert.
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Kiirzeste Wege

Manchmal werden Wege anders definiert:

Eine endliche Folge von Kanten (ug, o), ., (Um, vm) mit
vi_1 = uj fiir alle i € {1,..., m} nennt man Weg, wenn
keine Kante mehrfach vorkommt.

Bei einer solchen Definition existieren auch dann kiirzeste Wege,
wenn es Kreise gibt, auf denen die Summe der Kantengewichte
negativ ist. Denn solche Kreise diirften nicht mehrfach durchlaufen
werden, wenn ein kiirzester Weg gesucht ist.

Aber: Kiirzeste-(einfache)-Wege ist NP-vollstandig!
Reduktion: Langste (einfache) Wege <, kiirzeste Wege

Multipliziere alle Kantengewichte mit —1, dann wird aus
einem langsten Weg ein kiirzester Weg.
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Dijkstras Algorithmus

Single source shortest paths: Sei Q eine Datenstruktur zum

Speichern von Knoten. Die Knoten sind mit den Kantenwerten

gewichtet.

Effiziente Algorithmen

Q:=
S = (D

dlv] .= oo forallveV

d[s] := 0 for some arbitrary s € V

while Q # 0 do
u := ExtractMin(Q)
S:=Su{u}

for all v € Adj(u) do
if v e Q and d[v] > d[u] + ¢((u, v))
then d{v} = d[u] + c((u, v))

Graphalgorithmen :: Kiirzeste Wege
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Dijkstras Algorithmus: Beispiel

b5
a0 (o 0]

Q=1{a,b,cd e f}

00 e & 3 2
a @ e
6 5 A

f
)

= {c, d, b, e, f}
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Dijkstras Algorithmus: Beispiel

0 9
al<2 ()
3\ 5
b4
6 3
Q={C’ d, b’ e,

{debf}
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Dijkstras Algorithmus: Beispiel

~

5 0 2
e 2 (c)
40 |6 3 5
f b
2
© 5 3
Q={e, b, f}

Effiziente Algorithmen

Graphalgorithmen :: Kiirzeste Wege

524 / 1138



Dijkstras Algorithmus: Beispiel

Q=1{e,Db,f} {bf}
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Dijkstras Algorithmus: Beispiel

0 2
al<2—{c}—>
6 3\_5
bW
3
Q=1{b,f}

(RN

(@]
N

b 5 d 7 f
5 3 8
Q={f}
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Dijkstras Algorithmus: Beispiel

0 2
al<2—{c}—>
6 3\_5
b9
5 3
Q= {f}

(@]
N

b 5 d 7 f
5 3 8
Q=1{}
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Dijkstras Algorithmus

Laufzeit: Gleiche Laufzeit wie Prims Algorithmus!

T = @(V) : TExtractI\/lin + @(5) : 7_DecreaseKey

Implementiere Q als

@ Array: Laufzeit O(V?)
@ Binar-Heap: Laufzeit O(€ - log(V))
@ Fibonacci-Heap: Laufzeit O(€ +V - log(V))

Ungewichtete Graphen: Wird die Lange eines Weges durch die
Anzahl der Kanten bestimmt, reicht eine modifizierte Breitensuche

zur Bestimmung der kiirzesten Wege. Es miissen nur die Vorganger
abgespeichert werden, um die Wege zu markieren.
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Dijkstra: Korrektheit — Teil 1

Lemma: Wahrend der Ausfiihrung des Algorithmus gilt stets
d[v] > (s, v) fir alle v € V.

Beweis durch Widerspruch:

@ Sei v der Knoten, fiir den wahrend der Ausfiihrung des
Algorithmus zum ersten Mal d[v] < d(s, v) gilt.

@ AuBerdem sei u der Knoten, durch den d[v] verkleinert wurde:
d[v] == d[u] + ¢((u, v))
Dann gilt:

dlv] < d(s,v) aufgrund der Annahme

u,v) wegen der Dreiecksungleichung
,v))  kiirzester Weg < konkreter Weg

<d[u]+ c((u,v)) 44 v verletzt Invariante zum 1. Mal
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Dijkstra: Korrektheit — Teil 2

Theorem: Dijkstras Algorithmus liefert d[v] = (s, v) fiir alle
Knoten v € V.

Beweis: Wir zeigen, dass d[v] = d(s, v) gilt, wenn v zur Menge S
hinzu genommen wird. Da die Werte von d[v] nur kleiner werden
konnen, ist damit die Aussage gezeigt.

Angenommen, u ist der erste Knoten, der zu S hinzu genommen

wird, fiir den d[u] # d(s, u) gilt.

6 AN\
Oy 26

Sei y der erste Knoten aus V — S auf einem kiirzesten Weg von s
nach u, und sei x der Vorganger von y auf diesem Weg.
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Dijkstra: Korrektheit — Teil 2

(Fortsetzung)

(W
& 2

o Es gilt d[x] = d(s, x), da u der erste Knoten ist, der die
Invariante verletzt.

@ Da Teilwege von kiirzesten Wegen auch kiirzeste Wege sind,
wurde d[y] auf 6(s,x) + c((x,y)) = d(s, y) gesetzt, als die
Kante (x, y) nach Hinzunahme von x zu S untersucht wurde.
Also gilt d[y] = d(s,y) < d(s,u) < d[u], denn ¢ : E — R*.

@ Aber es gilt d[u] < d[y], weil der Algorithmus u wéhlt.

o Also: dly] = d(s,y) = d(s,u) =d[u] 14
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Dijkstras Algorithmus

Anmerkung: Dijkstras Algorithmus arbeitet nur korrekt, wenn im
Graphen keine negativen Kantengewichte existieren.

Beispiel:

Frage: Warum erweitern wir Dijkstra nicht so, dass die Distanz bei
¢ geandert wird, wenn ein kiirzerer Weg gefunden wird?

Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Kiirzeste Wege 532 / 1138



Dijkstras Algorithmus
Frage: Warum addieren wir nicht einfach den Betrag des kleinsten

Kantengewichts auf alle Kantengewichte auf und berechnen dann
mittels Dijkstras Algorithmus die kiirzesten Wege?

Weil es nicht funktioniert, wie folgendes Beispiel zeigt.

3-23-4

@ Der kiirzeste Weg zwischen Startknoten s und Zielknoten z ist
jeweils griin markiert.

@ Links ist der Originalgraph zu sehen, im rechten Graphen
wurde auf jedes Kantengewicht der Wert 4 addiert.
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Bellman / Ford

Losung des Single-Source-Shortest-Paths-Problems:

@ Im Gegensatz zu Dijkstras Algorithmus sind negative
Kantengewichte erlaubt.

@ gegeben: Graph G = (V, E, ¢) mit Kostenfunktion ¢ : E — R
und ein Startknoten s € V.

d[v] ;=0 forall v e V
d[s] := 0 for some arbitrary s € V
fori:=1toV —1do
for each edge (u,v) € E do
if d[v] > d[u] + c((u, v))
then d[v] := d[u] + ¢((u, v))
for each edge (u,v) € E do
if d[v] > d[u] + c((u,v))
then report: ,, negative-weight cycle exists"
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Bellman / Ford

Anmerkung:

@ Ein kiirzester Weg, der keine negativen Kreise enthilt,
besucht keinen Knoten zweimal.

@ Daher besteht ein solcher Weg aus hochstens V — 1 Kanten.
Laufzeit:

@ Die duBere Schleife wird (V — 1)-mal durchlaufen.

@ Die innere Schleife wird £-mal durchlaufen.

@ Alle Operationen der inneren Schleife kosten Zeit O(1).
— Gesamte Laufzeit in ©(V - £).
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Bellman / Ford

Korrektheit: Der Graph G enthalte keine negativen Kreise.

@ Sei v € V ein beliebiger Knoten, und betrachte einen
kiirzesten Weg p von s nach v mit minimaler Anzahl Kanten.

p"\/@\/@

Da p kiirzester Weg ist: d(s, v;) = d(s, vj_1) ((vi—1,v))
o Initial gilt: d[vp] =0 = d(s, vo)
@ Wir betrachten die Durchliufe der duBeren Schleife:

o nach 1. Durchlauf durch E gilt:  d[vi] = (s, v1).
s nach 2. Durchlauf durch E gilt:  d[ws] = 4(s, v2).

s nach k. Durchlauf durch E gilt:  d[vk] = d(s, vk).
@ Ein kiirzester Weg besteht aus hochstens V — 1 Kanten.
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Bellman / Ford

Anmerkung:

Wenn ein Wert d[v] nach V — 1 Durchlaufen der duBeren
Schleife nicht konvergiert, dann enthilt der Graph G einen
negativen Kreis, der von s aus erreichbar ist.

Berechnung kiirzester Wege in gerichteten, azyklischen Graphen in
Zeit ©(V + £): Berechne topologische Sortierung der Knoten.

Durchlaufe die Knoten u € V entsprechend dieser Reihenfolge und
relaxiere die Kanten von Adj[u]: falls d[v] > d[u] + ¢(u, v) dann
setze d[v] := d[u] + c(u, v)
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Bellman / Ford

Unsere Voraussetzung, dass ein kiirzester Weg, der keine negativen
Kreise enthalt, keinen Knoten zweimal besucht, muss nicht immer
richtig sein, Beispiel Elektromobilitat:

o Positive Kantengewichte stellen den Energieverbrauch auf
diesem Abschnitt dar, negative Kantengewichte entsprechen
einem Energiegewinn, z.B. weil bergab gefahren wird.

@ Kreise mit negativer Lange kann es natiirlich nicht geben,
sonst waren unsere Energieprobleme gelost.

@ Wenn es schnell (v) und langsam (u) ladende Strom-
Tankstellen gibt, kann es sinnvoll sein, einen Knoten doppelt
zu besuchen.

- v R
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Floyd / Warshall

All pairs shortest paths:

Gegeben: Gewichteter Graph G = (V,E,c) mit ¢: E — R.
Achtung: Negative Kantengewichte sind erlaubt!
Gesucht: VYu,v € V der kiirzeste Weg von u nach v.

Voraussetzung: G enthalt keine negativen Kreise!

Im nebenstehenden Graphen hat der griin
markierte Kreis (s, a, b) negative Lange.

Daher kann der kiirzeste Weg von s nach z
immer weiter verkleinert werden, indem der
Kreis ein weiteres Mal durchlaufen wird.

In ungerichteten Graphen stellt bereits eine
einzige negative Kante einen Kreis negativer
Lange dar.
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Floyd / Warshall

Idee: Sei d,-j? die Lange eines kiirzesten Weges von i nach j, der nur

tiber Knoten mit Nummern kleiner gleich k |duft. Dann gilt:

° d0 = c(i,j)
° dk = min {dk 1,d,’,‘( Ly df:j_l

Algorithmus: dynamische Programmierung, sei V = {1,2,...,

dli, j]
d[i, ]
dfi, j]

:=oo foreachi,je V,i#j
;=0 foreachiec V

= c(i,

J) for each (i,j) € E
for k :=1 to ndo

for i :==1to ndo
for j:=1to ndo

if d[i,j] > d[i, k] + d[k,J]
dli,j] == d[i, k] + d[, j]

Effiziente Algorithmen
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Floyd / Warshall

Anmerkungen:

)

)

Laufzeit: O(n®)
Wie wird ein Kreis negativer Linge erkannt?

Ein negativer Wert d;; auf der Diagonalen bedeutet, dass
mindestens ein Kreis negativer Lange vorhanden ist.
Bei Graphen ohne negative Kanten kdnnte auch fiir jede
Quelle ein Aufruf von Dijkstra durchgefiihrt werden. Warum
wird das nicht gemacht?
@ Der Programmieraufwand ware groBer, da Dijkstra eine
Priority-Queue bendtigt.
o Die in der GroB-O-Notation verborgenen Konstanten sind viel
groBer als bei Floyd/Warshalls Algorithmus.

Warum wird kein 3D-Array d bendtigt?
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Transitiver Abschluss
Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V/, E).
Gesucht: Transitiver Abschluss G* = (V, E*) von G.

In G* existiert eine Kante (v;, v;) genau dann, wenn in G ein Weg
zwischen v; und v; existiert. Sei auch hier V = {1,2,...,n}.

ti =1
tij := 1 for each (v;,vj) € E
for k:==1to ndo
for i :==1to ndo
for j:=1to ndo
tij ==t VvV (t,'k A tkj)

— Laufzeit: O(n3)
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Ubersicht

Graphalgorithmen:

Grundlagen
Tiefen- und Breitensuche

Zusammenhangsprobleme
Kiirzeste Wege

Netzwerkfluss

°
o

°

@ Minimale Spannbdume
°

°

@ Matching-Probleme

o

Schwere Probleme auf speziellen Graphklassen
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Netzwerkfluss

Gegeben: @ Ein gewichteter Graph G = (V, E, ¢) mit einer
Kostenfunktion ¢ : E — Q.
@ Eine Quelle s € V' und eine Senke t € V, wobei

s # t gilt.

Gesucht: Maximaler Fluss im Netzwerk von Quelle s nach
Senke t.

Beispiel:
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Netzwerkfluss

Eine Flussfunktion f eines Netzwerks H = (V,E,c,Q%, s, t) ist
eine Funktion f : E — QT mit

o Kapazititsbeschrankung: Ve e E: 0 < f(e) < c(e)
@ Flusserhaltung: Vv e V — {s,t}:

Yo fley= D> fle)
ec€in(v) ecOut(v)
Der Fluss F(f) im Netzwerk H = (V,E,c,Q™, s, t) ist definiert als
= > fle)— > f(e)
e€ln(t) ecOut(t)
oder analog:
F(f)= > fle)= > fle)
ecOut(s) ecin(s)
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Netzwerkfluss

Sei H=(V,E,c,Q",s,t) ein Netzwerk, und sei S C V eine
Teilmenge der Knoten mit s € Sund t ¢ S, sei S =V — S. Dann
definieren wir:
° E(S,5)={(x,y)|x€S, yeSINE
o E(5,5):={(x,y) | xeS, yeSInE
o Der Schnitt des Netzwerks H bzgl. der Knotenmenge S ist
H(S) := E(S,S)UE(S,S).

Also: In H(S) sind all die Kanten, die aus der Menge S in die
Menge S laufen und umgekehrt.

o Die Kapazitit des Schnitts H(S) ist definiert als

Achtung: Beriicksichtigt nur Kanten von S nach S.
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Netzwerkfluss

Lemma:

Beweis: Induktion iber |S]|.

Induktionsanfang: S = {s}

F(f) = > fle)— > fle)

E(S,S) E(S,S)
= Y fle)= > fle)
ecOut(s) eclin(s)

— 0O.K.: Gilt nach Definition von Netzwerkfluss.
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Netzwerkfluss

(1)

> fley= Y fle) — > fle)+ > fle)

<_ < =(u,v)€EE e=(v,w)€EE
E(SU{v} 5~ {v}) E(5.9) (o) v
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Netzwerkfluss

(2)

> = > fle) = > fle)+ > f(e)

E(gf{v},su{v}) E(S,S) e= (\:"/’EWS)EE e:(::,e\%EE
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Netzwerkfluss

2 =2 flo- > flo+ > 1)

E(Su{v},?—{v}) E(S,S) uuevsef e= <VaW§>€E
5;—/ _WEV_/
B
> = > fle)= > fle)+ D f(e)
E(gf{v},SU{v}) E(S,S) e= (VVV'EWS)EE e:(“"’g)eE
% ue
D

Subtrahieren wir die beiden Gleichungen, dann gilt:

F(f) = S - Y Ao

E(SU{v},5—{v}) E(S—{v},5u{v})
= Y fle)= Y fle) + (B+C)—(A+D)
E(S,S) E(S,S)
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Netzwerkfluss

A+D= Y f(e) Zf = > f(e)

e=(u,v)EE e=(u,v)EE eeln V)
uesS ues
B+C= > fleg+ > fle)= D f(e)
e=(v,w)eE e=(v,w)€E ecOut(v)
weSs weS

Da fiir jeden Knoten v € V — {s, t} die Flusserhaltung

Y fle) =D fle)

ecin(v) ecOut(v)

gilt, erhalten wir (B+ C) — (A+ D) =0.

Also: Der Fluss iiber den alten Schnitt ist gleich dem Fluss tiber
den neuen Schnitt.
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Netzwerkfluss

Satz: Fiir jede Teilmenge SC V mitse Sund t ¢ S gilt:

Beweis:
F(f)y M= 3 fle) — Y fle)

0 < f(e) < c(e)

E(S, S) E(S,S)
Defii_ition S) - Z f
S ,S)
0 < f(e)
< c(S)
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Netzwerkfluss

Wegen F(f) < ¢(S) gilt also insbesondere:

m;”:x{F(f)} < msin{c(S)}

Damit erhalten wir das Max-Flow Min-Cut Theorem:

F(f) =¢c(S) = F(f) ist maximal, ¢(S) ist minimal

Definition: Ein Pfad in einem Netzwerk G = (V, E) ist eine
Knotenfolge P = uy, ..., uk, so dass fiir jedes Knotenpaar u;, uj+1,
1<i< k-1, entweder (uj, uj+1) oder (ujt1, u;) eine gerichtete
Kante in G ist.

® (uj,uj+1) ist eine Vorwartskante und

® (ujt1, u;) eine Riickwértskante im Pfad P.
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Netzwerkfluss

Idee der meisten Flussalgorithmen:

© Starte mit beliebiger Flussfunktion f, z.B. f(e) :==0 Ve € E
© Suche Pfad P=wuy,...,ux mit uy = s, u, = t und
o fiir alle Vorwirtskanten e = (u;, ujt1) gilt: 7(e) < c(e)
sei A(e) :=c(e) —f(e)
o fiir alle Riickwartskanten e = (ujt1, ;) gilt: f(e) >0
sei Ae) := f(e)
Sei A(P) das kleinste A(e) iiber alle Kanten e im Pfad P.
© Erhdhe den Fluss um A(P).
o fiir eine Vorwirtskante e also: f/(e) := f(e) + A(P)
o fiir eine Riickwértskante e also: f'(e) := f(e) — A(P)
© Wiederhole die Schritte 2 und 3 solange es einen Pfad P mit
A(P) > 0 gibt.

Aufgrund der Wahl von A(P) ist klar, dass in Schritt 3 die
Kapazitatsbeschrankung pro Kante eingehalten wird.
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Netzwerkfluss

Um zu zeigen, dass der Fluss vergroBert wurde, betrachten wir zwei
Fille. Sei e; die zu s inzidente Kante, deren Fluss gedndert wurde.

X
e, F(f")
Y
X
e, F(f")
Y

Effiziente Algorithmen

oo fle)= X2 f(e)

ecOut(s) e€lin(s)
;/ fle)+ f'(e1) — ;x f(e)
;Y f(e)+ f(er1) + A(P) — %{f(e)

F(f)+ A(P) > F(f)

> fle)= >0 f(e)

e€Out(s) eclin(s)

Z f(e ) ( Z f(e) + f'(e1))

L fle) = ( E f(e) + f(er) — A(P))
F(f)—i—A(P) > F(f)
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Netzwerkfluss

Bei der Flusserhaltung unterscheiden wir vier Falle:

Fall 1:
Uber e flieBt zusitzlich A(P) in den Knoten
v ein, was lber e, aber auch wieder abflieB3t.

Yo flle) = 3 fe)+A(P)

e€in(v) e€ln(v)
Do fle) = X fe)+a(P)
ecOut(v) ecOut(v)

Bei der Kante e; wird der Fluss um A(P)
verringert, bei der Kante e; um A(P) ver-
groBert, so dass in Summe bei den ausge-
henden Kanten keine Anderung erfolgt.
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Netzwerkfluss

Fall 3:
¢ X Bei der Kante e; wird der Fluss um A(P)
e, e, vergroBert, bei der Kante e; um A(P) verrin-
gert, so dass in Summe bei den einlaufenden
Y Kanten keine Anderung erfolgt.
Fall 4:
Uber e flieBt zusitzlich A(P) in den Knoten
X v ein, was liber e; aber auch wieder abflieBt.
e S T Yo file) = > fle)+A(P)
eclin(v) eclin(v)
' > fle) = D fle)+AP)
ecOut(v) ecOut(v)
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Netzwerkfluss

Ein Pfad P mit A(P) > 0 ist ein zunehmender Pfad.

Sei Ggr(f) = (V, ER) der Restgraph zu f, der alle noch méglichen
FlussvergroBerungen beschreibt. Fiir jede Kante e € E von u nach
v gibt es im Restgraphen

@ eine Kante von u nach v mit Gewicht c(e) — f(e), falls
c(e) > f(e),

@ und eine Kante von v nach u mit Gewicht f(e), falls f(e) > 0.

Bemerkung: Es miissen auch riickwartsgerichtete Kanten
betrachtet werden, damit eine FlussvergroBerung berechnet werden
kann, siehe dazu im Beispiel auf der ndchsten Folie den Graphen
G. Es findet sich dort kein Weg, der nur Vorwartskanten enthalt,
bei dem der Fluss vergroBert werden konnte.
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Netzwerkfluss

Beispiel:

Restgraph:

Bemerkung: Jeder Weg von s nach t im Restgraphen Gg(f) ist
ein zunehmender Pfad in G.

hier:P:siciaibiditmitA(P):2
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Netzwerkfluss

Satz: F(f) ist maximal <= in G = (V, E) gibt es keinen
zunehmenden Pfad

Beweis:

“=" Klar. Denn gibe es einen zunehmenden Pfad, dann konnte
F(f) vergroBert werden und F(f) ware nicht maximal.

“<=" Wenn es in G keinen zunehmenden Pfad gibt, dann gibt es in
Gr(f) keinen Weg von s nach t. Sei S die Menge der Knoten,
die in Gg(f) von s aus erreichbar sind, sei S die Menge der
ibrigen Knoten und betrachte den Graphen G:

Dann gilt fiir jede Kante

@ ec E(S5,5): f(e) = c(e)

® e ec E(5,5): f(e)=0

fle)=0 Damit ist F(f) = ¢(S), und somit ist

der Fluss maximal.

f(e) = c(e)

©)
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Netzwerkfluss

Idee von Ford-Fulkerson (1956): Suche einen beliebigen
zunehmenden Pfad P (z.B. mittels Tiefensuche) und erhdhe den
Fluss entlang des Pfades um A(P).

Bemerkungen:

@ Der Algorithmus terminiert nicht immer fiir irrationale
Kapazititen. (ohne Beweis®)

@ Der Algorithmus konvergiert fiir irrationale Kapazitdten nicht
einmal unbedingt gegen Fnax. (ohne Beweis)

o Fiir ganzzahlige Kapazitaten ist die Anzahl der
FlussvergroBerungen durch Fpax beschrankt.
Daher: Die Anzahl der FlussvergréBerungen ist abhangig von
den Kantengewichten, und nicht allein abhangig von der
GroBe des Graphen!

3Uri Zwick: The smallest networks on which the Ford-Fulkerson maximum

flow procedure may fail to terminate. Theoretical Computer Science (1995).
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Netzwerkfluss

1) 1000/ 1

1000/ 0

3.) 1000/ 2

1000/ 1 1000/ 2

2)

4.)

1000/ 1 \\000/1
1/0

1000/ 1 @/00/1

1000/ 2 \\000/2
1/0

1000/ 2 /1200/2

Frage: Ist die Laufzeit polynomiell in der EingabegroBe?

Effiziente Algorithmen
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Netzwerkfluss nach Edmonds und Karp

Idee: W3hle immer einen zunehmenden Pfad mit der minimalen
Anzahl Kanten, wie ihn bspw. eine Breitensuche liefert.

Lemma: Der Netzwerkfluss-Algorithmus nach Edmonds und Karp
benétigt héchstens O(V - €) Iterationen.

Damit erhalten wir als Laufzeit insgesamt:

@ Anzahl Iterationen: O(V - €)
@ Breitensuche zum Finden kiirzester Pfade: O(€)
o Gesamte Laufzeit: O(£2 - V)

Beweis: Sei d die Distanz von der Quelle s zur Senke t im
aktuellen Restgraphen. Wir werden zeigen, dass

@ d niemals kleiner wird, und
@ nach O(€) lterationen der Wert von d um mindestens 1

wachst.
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Netzwerkfluss nach Edmonds und Karp

Der dem Restgraphen Gg = (V/, Er) zugeordnete Schichtengraph
L(GR) ist derjenige Teilgraph von Gg, der nur Kanten (u,v) € Eg
enthalt, fiir die d(s, v) = d(s, u) + 1 gilt.

L(GR) enthilt fiir jeden Knoten v € V alle Pfade von s nach v
minimaler Lange.

Restgraph: Schichtengraph:

Fiir einen Pfad P minimaler Lange in Gg(f) gilt also: Die Kanten
von P liegen in L(Gg(f)).
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Netzwerkfluss nach Edmonds und Karp

Nun wird der Fluss entlang des Pfades P um A(P) erhoht. Der
neue Restgraph Gg(f’) unterscheidet sich von Gg(f) dadurch,

@ dass mindestens eine Kante auf P gesattigt ist und daher in
Ggr(f') nicht vorhanden ist.
@ dass evtl. weitere, allerdings riickwarts gerichtete Kanten
hinzugekommen sind.
Betrachten wir nun einen Pfad @ minimaler Lange in Gg(f’):
o Falls @ auch in L(Gg(f)) enthalten ist, dann muss Q dieselbe
Lange wie P haben.

e Falls Q nicht in L(Gg(f)) enthalten ist, muss die Lange von
® um mindestens 1 groBer sein als die Lange von P, da nur
riickwarts gerichtete Kanten hinzugekommen sind.

Die Pfadlange wird also nicht kleiner.
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Netzwerkfluss nach Edmonds und Karp

Betrachten wir eine Folge von FlussvergréBerungen.

@ Ein Restgraph Gg enthilt hochstens 2 - £ Kanten, da zu jeder
Kante des gegebenen Netzwerks G hochstens eine weitere,
entgegengesetzt gerichtete Kante hinzukommt.

@ Nach spatestens O(&) Iterationen ist jede Kante entfernt
worden, so dass eine riickwarts gerichtete Kante genutzt
werden muss und die Pfadlange um mindestens 1 groBer wird.

@ Die Distanz von s nach t kann hochstens V-mal erhéht
werden, da ein kiirzester Weg keine Knoten doppelt besucht,
oder anders gesagt, die maximale Pfadlange ist V — 1.

Damit haben wir gezeigt, dass der Netzwerkfluss-Algorithmus nach
Edmonds und Karp héchstens O(V - £) lIterationen benétigt.
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Netzwerkfluss nach Dinic

Idee von Dinic: Finde alle kiirzesten Wege mit gleicher Anzahl von
Kanten in einer Runde.

© Bilde den Schichtengraphen L(Gg(f)). Dieser kann mittels
Breitensuche in Zeit O(&) aufgebaut werden.

@ Bestimme eine Flussfunktion f’ fiir den Schichtengraphen
L(Gg(f)), die nicht durch einen zunehmenden Pfad von s
nach t erhohbar ist und addiere f’ zu f hinzu.

Mit anderen Worten: Jeder Weg von s nach t im Schichten-
graphen enthilt eine gesattigte Kante. Wir nennen f’ einen
blockierenden Fluss fiir den Schichtengraphen.

© Wiederhole Schritt 1 und 2 solange, bis der Fluss f maximal
ist, also bis es keinen Weg von s nach t im Schichtengraphen

L(Gg(f)) gibt.
Aber wie findet man einen blockierenden Fluss?
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Netzwerkfluss nach Dinic

Beispiel: Finden einer nicht-vergroBerbaren Flussfunktion.

Restgraph: 1. Schichtengraph:

2. Schichtengraph:

A(P) =2
2

O,
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Netzwerkfluss nach Dinic

Finden einer nicht-vergroBerbaren Flussfunktion:

@ Wir modifizieren die Tiefensuche so, dass die Suche endet,
wenn der Knoten t erreicht wurde, oder wenn ein Knoten
ohne auslaufende Kanten erreicht wurde. — Laufzeit O(V)

@ Starte eine modifizierte Tiefensuche bei s:

o Wenn der Knoten t durch die Tiefensuche erreicht wird, wurde
ein zunehmender Pfad P von s nach t gefunden:

@ Verkleinere die Kapazitdten der Kanten auf P um A(P).
@ Mindestens eine Kante erhilt die Kapazitat 0: Entferne diese
Kante aus dem Schichtengraph.
— Laufzeit: O(V)

o Wenn Knoten t nicht erreicht wird, entferne die letzte Kante
des Weges, damit keine Endlosschleifen auftreten.

o Starte die Tiefensuche erneut. — Da in jedem Durchlauf eine
Kante entfernt wird, gibt es héchstens O(E) Iterationen.

Laufzeit: O(E - V)
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Netzwerkfluss nach Dinic

weiter im Beispiel:

Restgraph: 1. Schichtengraph:

2. Schichtengraph:

(2) 2 ) L@=2
@/ ‘4 ®
© c{/
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Netzwerkfluss nach Dinic

Laufzeit:

@ Nach jeder Iteration der Schritte 1 und 2 des Algorithmus
erhoht sich die Anzahl der Kanten in den kiirzesten Wegen
um mindestens 1.

Da ein kiirzester Weg keinen Knoten mehrfach besucht, gibt
es hochstens O(V) Iterationen.

@ Wir hatten bereits festgestellt, dass jede Ausfiihrung einer
solchen Iteration O(& - V) Zeit kostet.

@ Insgesamt ergibt sich also als Laufzeit: O(€ - V?)
Laufzeit von Edmonds/Karp zum Vergleich: O(£2 - V)

Aber es geht noch besser!
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Push-Relabel-Algorithmen

Sei G = (V,E,c,s,t) ein Netzwerk. Eine Funktion f : E — R™
heiBt Prafluss, falls gilt:

@ 0 < f(u,v)<c(u,v) fir alle (u,v) € E
o Fiir alle Knoten v € V — {s, t} gilt: )
excesse(v):= > f(e)— >, f(e)>0 — Uberschuss
e€lin(v) e€Out(v)
Jeder Fluss f ist auch ein Prafluss, da excesss(v) = 0 fiir alle
Knoten v € V — {s, t} gilt. Im Folgenden sei Gg(f) = (V, Ef, cf)
der Restgraph zu Graph G und Préfluss f.

Ein Knoten v € V — {s, t} heiBt aktiv (active), wenn gilt:
excessf(v) > 0

Der Algorithmus von Goldberg und Tarjan wendet zwei Prozeduren
PusH und RELABEL an, um den Uberschuss bei aktiven Knoten
abzubauen.
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Push-Relabel-Algorithmen

Mittels PusH(u, v) wird ein Teil des Uberschusses von Knoten u
zu Knoten v verschoben.

Fiir die Ausfiihrung miissen drei Bedingungen erfiillt sein:

@ excesse(u) > 0: Knoten u ist aktiv, d.h. an Knoten u liegt ein
Uberschuss vor.

@ (u,v) € Ef, also c¢(u,v) > 0: Im Restgraphen gibt es eine
Kante von u nach v, iiber die der Uberschuss weitergeleitet
werden kann.

@ height(u) > height(v): Der Fluss kann nur von einem hoheren
zu einem niedrigeren Knoten flieBen.

Der Wert, der verschoben wird, ist min{excess¢(u), cr(u, v)}.
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Push-Relabel-Algorithmen

Mittels RELABEL(u) kann der Knoten u angehoben werden, und
zwar soweit, dass die Hohe um eins groBer ist, als die Hohe des
niedrigsten Nachbarknotens.

Fiir die Ausfiihrung miissen zwei Bedingungen erfiillt sein:
@ excesss(u) > 0: Es muss einen Grund fiir die Erhéhung geben,

d.h. es muss ein Uberschuss abgetragen werden. Daher werden
nur aktive Knoten angehoben.

@ height(u) < height(v) fiir alle Kanten (u,v) € Ef: Alle zu u
benachbarten Knoten liegen hoher oder gleich hoch.

Durch das Anheben des Knotens u wird height(u) auf den Wert
height(u) := min{ height(v) + 1| (u,v) € Ef} gesetzt.

Eine Kante (u, v) € Ef heiBt zuldssig (admissible), wenn
height(u) = height(v) + 1 gilt.
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Push-Relabel-Algorithmen

GOLDBERGTARJANALGORITHM( )
for all edges (u,v) € E do f(u,v) :=0
for all neighbors v of s do f(s,v) := c(s, v)
for all nodes v € V — {s} do height(v) :=0
height(s) :=V

while 3 active node v € V — {5, t} do
if 3 admissible edge (v, w) € Ef
then PusH(v,w)
else RELABEL(v)

PusH(v,w)
if (v,w) € E then
f(v,w) = f(v,w) + min{excess¢(v), cr(v, w)}
else f(v,w) := f(v,w) — min{excess¢(v), cr(v, w)}
RELABEL(V)
height(v) := min{height(w) + 1 | (v,w) € Ef}
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Push-Relabel-Algorithmen

preflow residual graph

[0]

— RELABEL(a) und PusH(a,c)

Damit der Uberschuss in Richtung t abgebaut werden kann,
werden Knoten immer nur soweit angehoben, dass der Uberschuss
in Richtung der kleinsten Hohe abflieBen kann. Wir werden sehen,
dass dadurch die Hohen der Knoten untere Schranken fiir die
Lange der kiirzesten Wege im Restgraphen zur Senke t sind.
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Push-Relabel-Algorithmen

preflow residual graph

— RELABEL(c) und PusH(c,b) und PusH(c,d)

Invariante: Nach jeder PUSH- oder RELABEL-Operation gilt:

@ f ist ein Prafluss.

o height(u) < height(v) + 1 fiir jede Kante (u,v) € Ef im
Restgraphen.
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Push-Relabel-Algorithmen

preflow residual graph

[1]

— RELABEL(b) und PUSH(b,t)
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Push-Relabel-Algorithmen

preflow residual graph

[1]

— RELABEL(d) und PusH(d,t)
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Push-Relabel-Algorithmen

preflow residual graph

[1]

— RELABEL(c) und PUsH(c,a)
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Push-Relabel-Algorithmen

preflow residual graph

[1]

— RELABEL(a) und PusH(a,b)
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Push-Relabel-Algorithmen

preflow residual graph

[2]

— PusH(b,t)
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Push-Relabel-Algorithmen

graph residual graph

[2]

— RELABEL(b) und PusH(b,d)
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Push-Relabel-Algorithmen

preflow residual graph

[2]

— Pusn(d,t)
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Push-Relabel-Algorithmen

preflow

residual graph

Der Wert der Flussfunktion ist bereits maximal. Der Algorithmus
muss aber noch die Uberschiisse in den Knoten a und ¢ abbauen.
Dazu werden a und ¢ immer weiter angehoben, bis der Uberschuss
in Richtung s abgebaut werden kann.
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Push-Relabel-Algorithmen

Invariante:

Nach jeder PUSH- oder RELABEL-Operation gilt:
f ist ein Prafluss.

RELABEL:
@ Der Prafluss wird nicht verandert.
PusH(u, v):

@ Da niemals mehr als der Uberschuss excess¢(u) in Knoten u
abgebaut wird, bleibt excesss(u) > 0 auch nach der Operation
erhalten.

@ Da der Préfluss an Knoten v erhéht wird, und bereits vor dem
Erhéhen excesss(v) > 0 galt, gilt dies auch nach dem PusH.
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Push-Relabel-Algorithmen

Invariante:

Nach jeder PUsH- oder RELABEL-Operation gilt fiir jede
Kante (u, v) € Er im Restgraphen: height(u) < height(v) + 1

RELABEL(u):

@ Vor dem Erhdhen galt height(u) < height(v) + 1 fiir alle
Kanten (u,v) € Ef.
@ Durch das Erhéhen wird height(u) auf den Wert
min{ height(v) + 1 | (u,v) € Ef} gesetzt.
PusH(u, v):

@ Es kann eine neue Kante (v, u) im Restgraphen entstehen.
@ Vor der Ausfiihrung von PUSH galt height(u) = height(v) + 1,
da nur zuldssige Kanten ausgewahlt werden.
— Daher gilt nachher: height(v) = height(u) — 1 < height(u)+1
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Push-Relabel-Algorithmen

Senke t ist im Restgraphen von Quelle s aus nicht erreichbar:

@ Annahme: Es existiert ein einfacher gerichteter Weg von s
nach t im Restgraphen Gg(f).

@ Seis=vy—>vi —>wvw—---— v, =t ein solcher Weg.
@ Dann gilt height(v;) < height(vjy1) + 1 fir 0 <i< /.
@ Also gilt height(s) < height(t)+ / und [ < V.
4 Initial wird height(s) =V und height(t) = 0 gesetzt, und t
wird niemals angehoben.
Der Algorithmus terminiert, wenn es keine aktiven Knoten gibt:
@ Dann gilt excessf(u) = 0 fiir alle Knoten v € V — {s, t}, und
daher ist f ein Fluss.
@ AuBerdem gibt es einen Schnitt S, sodasss € Sund t € S ist.
— Also ist f maximal.
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Push-Relabel-Algorithmen

Wir miissen noch zeigen, dass der Algorithmus terminiert.

Sei f ein Préafluss. Wenn excess¢(u) > 0 fiir einen Knoten u gilt,
dann ist Quelle s im Restgraphen von u aus erreichbar, d.h. der
Uberschuss kann in Richtung Quelle abgebaut werden.

@ Sei U die Menge aller von u aus erreichbaren Knoten im
Restgraphen. Zu zeigen: s € U

® > excesse(v) = > ( > fle)— > f(e))
veU veU \ e€ln(v) e€Out(v)
Dabei gilt:
@ e € U x U kommt positiv und negativ vor: Beitrag 0
o e € U x U kommt nicht vor
o e € U x U kommt nur positiv vor: Beitrag f(e)
o e € U x U kommt nur negativ vor: Beitrag —f (e)
— Y excessf(v) = > f(e) — > f(e)

vel ecEN(UxU) ecEN(UxU)
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Push-Relabel-Algorithmen

Auf der letzten Folie hatten wir festgestellt:

Z excessf(v) = Z f(e) — Z f(e)

velU ecEN(UxU) ecEN(UxU)
Ve v Esmuss f(w,v) = 0 gelten, da sonst die Kante
@ (v,w) € Ef erzeugt wiirde, und damit w € U
gelten wiirde.
e v Esmuss f(v,w) = c(e) gelten, damit die Kante
@ (v, w) nicht im Restgraphen liegt, denn sonst
wiirde w € U gelten.

Z excessf(v) = Z 0-— Z c(e)

velU ecEN(Ux V) ecEN(UxU)
= — Z c(e)
ecEN(UxU)
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Push-Relabel-Algorithmen

Auf der letzten Folie hatten wir festgestellt:
Z excessf(v) = — Z c(e)
veu ecEN(UxU)

Annahme: s ¢ U

Da excess¢(v) > O fiir alle Knoten v € V —{s, t} gilt, muss gelten:

Z excessg(v) = — Z c(e) >0

veU ecEN(UxU)
Da c(e) > 0 fiir alle Kanten e € E gilt, kann nur gelten:
Z excessf(v) = — Z c(e)=0
veU ecEN(UxU)

Widerspruch, da excess¢(u) > 0 ist und u € U gilt.
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Push-Relabel-Algorithmen

Ein Uberschuss kann also zur Quelle s abgebaut werden. Nun
zeigen wir, dass die Knoten nicht beliebig angehoben werden.

Es gilt: height(v) <2V —1 firalle v e V.

@ Sei v ein aktiver Knoten.

@ Dann gibt eseinen Wegv=vg > v > vp —>--- > v, =5
der Lange | <V — 1.

@ AuBerdem gilt height(v;) < height(vjy1) + 1 fur 0 <i< /.

@ Da initial height(s) =V gesetzt wird und Knoten s nicht
angehoben wird, gilt: height(v) < height(s)+V —1=2V -1

Es werden héchstens O(V?) RELABEL-Operationen durchgefiihrt,
denn jeder der ¥V Knoten kann héchstens 2} — 1 mal angehoben
werden.
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Push-Relabel-Algorithmen

Operation PUsH(u, v) heiBt sittigend, falls c¢(u, v) < excessr(v)

gilt,

ansonsten heiBt die Operation nicht sittigend.

Es werden O(V - ) sattigende PusH-Operationen durchgefiihrt:

Wir betrachten eine beliebige Kante e = (u, v).

Wird Kante e saturiert, dann gilt height(u) > height(v).
Kante e wird aus dem Restgraphen entfernt und ist erst dann
wieder enthalten, wenn ein PUsH(v, u) ausgefiihrt wurde.
Dazu muss height(v) > height(u) gelten, also muss height(v)
um mindestens zwei erhoht worden sein.

Damit also ein weiteres Mal ein PUsH(u, v) Kante e sattigen
kann, muss auch height(u) um mindestens zwei steigen.
height(u) kann héchstens auf 2V — 1 steigen, also kann Kante
e hochstens 2V L <V mal saturiert werden.

Da es im Restgraphen hochstens 2 - £ viele Kanten gibt, kann
es nur 2& - V sattigende PUsH-Operationen geben.
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Push-Relabel-Algorithmen

Um zu zeigen, dass O(V2 - £) nicht sittigende PUsH-Operationen
durchgefiihrt werden, bendtigen wir folgende Potenzialfunktion:

O(f):= > height(v)

v:excessf(v)>0

nicht sattigende PUSH(v, w)-Operation:

@ Der Wert der Potenzialfunktion wird um height(v) verringert,
da der Uberschuss an Knoten v komplett abgebaut wird.

o Allerdings wird der Wert ggf. um height(w) erhoht, da der
Ubersch_.uss nun bei Knoten w ist, und Knoten w vorher evtl.
keinen Uberschuss hatte.

@ Da aber height(v) > height(w) sein muss, wird der Wert
insgesamt um mindestens eins erniedrigt.
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Push-Relabel-Algorithmen

sattigende PusH(v, w)-Operation:
@ Wir wissen bereits, dass height(w) < 2V — 1 ist, also wird der
Wert der Potenzialfunktion um hochstens 2V — 1 erhoht.

@ Da es nur 2V - £ sittigende PUSH-Operationen gibt, kann der
Potenzialanstieg nach oben mit 4V? - £ abgeschitzt werden.

RELABEL(v):

@ Da der Knoten v angehoben wird, steigt auch der Wert der
Potenzialfunktion.

o Insgesamt ist der Potenzialanstieg durch (2V —1)-V € O(V?)
beschrinkt, da height(v) <2V — 1 ist und es V viele Knoten
gibt.
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Push-Relabel-Algorithmen

Wir konnen also festhalten:

@ Der Potenzialanstieg durch sittigende PUsH-Operationen
kann nach oben mit 4V? - £ abgeschitzt werden.

@ Der Potenzialanstieg durch RELABEL-Operationen ist durch
2V? nach oben beschrinkt.

@ Bei jeder nicht sittigenden PuUsH-Operation wird der Wert
der Potenzialfunktion um mindestens eins erniedrigt.

Fiir die Anzahl der nicht sittigenden PUSH-Operationen np gilt:

np < 2V244V2.£c0(V?-€)

Die Laufzeit des Goldberg-Tarjan-Algorithmus ist also O(V? - £):

e O(V?) RELABEL-Operationen
o O(V - &) sattigende PusH-Operationen
e O(V?. &) nicht sittigende PusH-Operationen
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Push-Relabel-Algorithmen

Wir haben noch nicht festgelegt, wie der aktive Knoten gewahlt
wird. Diese Wahl hat entscheidenden Einfluss auf die Laufzeit:

@ Wahle von allen aktiven Knoten denjenigen Knoten aus,
dessen height-Wert am groBten ist.
— Laufzeit: O(V? - V€)
Wir zeigen nur: Laufzeit O(V3)

o Ein Knoten v wird solange gewahlt, bis er durch eine nicht
sattigende PUsH-Operation nicht mehr aktiv ist.

@ Knoten v kann erst wieder aktiv werden, wenn fiir mindestens
einen Knoten w der Wert height(w) erhéht wurde.

@ Nach V vielen nicht sittigenden PUSH-Operationen ohne
zwischenzeitlicher RELABEL-Operation gibt es keine aktiven
Knoten mehr und der Algorithmus terminiert.

o Da es nur O(V?) viele RELABEL-Operationen gibt, kann es
nur O(V?) viele nicht sittigende PusH-Operationen geben.

@ Verwalte die aktiven Knoten in einer FIFO-Liste.
— Laufzeit: O(V3)
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Ubersicht

Graphalgorithmen:

Grundlagen
Tiefen- und Breitensuche

Zusammenhangsprobleme
Kiirzeste Wege

Netzwerkfluss

°
o

°

@ Minimale Spannbdume
°

°

@ Matching-Probleme

o

Schwere Probleme auf speziellen Graphklassen
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Matching*

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph. Ein Matching ist eine
Teilmenge M C E der Kanten, so dass keine zwei Kanten aus M
einen gemeinsamen Endknoten haben:

@ Maximales Matching — nicht vergroBerbares Matching

@ Maximum-Matching — ein groBtes Matching

*Paarung, Abgleich, Anpassung
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Matching

Matching-Probleme sind in vielen Bereichen zu |6sen:
@ Stundenplanerstellung: Finde eine Zuordnung zwischen Raum,
Fach und Lehrer.
— dreidimensionales Matching, NP-vollstandig

@ Sind die Zuordnungen auf disjunkten Knotenmengen zu
berechnen, also z.B. wenn

@ Studenten auf Studienpldtze verteilt werden sollen, oder
@ den Mitarbeitern Tatigkeiten zugewiesen werden sollen,

so spricht man von bipartiten Matchings.

Ein ungerichteter Graph G = (V/, E) heiBt bipartit, wenn sich die
Knotenmenge in 2 Mengen Vi, Vo C V zerlegen lasst, so dass gilt:

o VUV, =V und V]_mVQZ(Z)
o Firalle {u,v} € Egilt: ue Vi, ve Vooderue Vo, ve Vs

Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Matching 602 / 1138



Matching in bipartiten Graphen

zundchst: Berechne ein groBtes Matching fiir bipartite Graphen
mittels Flussalgorithmus.

Konstruiere zu dem gegebenen bipartiten Graphen G = (V/, E) mit
V = V4 UV, das Netzwerk G' = (V' E’, ¢) mit
o V' =VU({s,t}
o E'={s}xVi U {(u,v) e Vi x Vo |{u,v} € E} U Vo x{t}
@ c: E' - N mit c(e) =1 fiir alle Kanten e € E’.
Algorithmus

@ Bestimme fiir G’ einen maximalen Fluss durch zunehmende
Pfade P mit A(P) = 1.

— Jede Kante in G’ hat den Flusswert 0 oder 1.

@ Die Kanten {u,v} € E mit f((u, v)) = 1 bilden ein groBtes
Matching in G.
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Matching in bipartiten Graphen

9'9
o 5 @\ i

groBtes Matching: Alle Kanten {u, v} € E mit f((u, v)) =1
o Fiir alle v € V4 gilt: Falls f(s,v) =1 ist, dann hat genau eine
auslaufende Kante e = (v, w) den Fluss f(e) = 1.
o Fiir alle w € V; gilt: Falls f(w, t) = 1 ist, dann hat genau
eine einlaufende Kante e = (v, w) den Fluss f(e) = 1.
@ Also gilt: f(s,v) =1= f(v,w)=1= f(w,t) =1 definiert
eine Matching-Kante (v, w).
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Matching in bipartiten Graphen

Es geht auch ohne Flussalgorithmen!
Sei G = (V, E) ein Graph, und sei M C E ein Matching.
@ Die Kanten aus M heiBen gebundene Kanten, die iibrigen sind
die freien Kanten.

@ Die Endknoten der gebundenen Kanten heiBen gebundene
Knoten, alle iibrigen Knoten sind freie Knoten.

@ Ein Weg P = (v1,..., vk), der abwechselnd aus freien und
gebundenen Kanten besteht, heiBt alternierender Weg.

@ Ein alternierender Weg P = (v1, ..., vk) heiBt zunehmend
alternierender Weg, wenn v; # v gilt und beide Endknoten
v1 und vk mit keiner gebundenen Kante inzident sind.

Wir nutzen zunehmend alternierende Wege, um ein bestehendes
Matching zu vergroBern. Beachte: |M| < V/2

Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Matching 605 / 1138



Matching in bipartiten Graphen

Das bestehende Matching M kann vergroBert werden, indem

@ ein zunehmend alternierender Weg P gesucht wird,

@ und dann alle gebundenen Kanten in P aus M entfernt
werden und alle freien Kanten in P zu M hinzugefiigt werden.
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Matching in bipartiten Graphen

Sei M ein beliebiges Matching, und sei M,.x ein groBtes
Matching. Die symmetrische Differenz

Msym — (Mmax - M) U (M - Mmax)

enthilt genau die Kanten, die nur in einem der beiden Matchings

vorkommen.
M Msym

max

M
O—mw O—m  @O—Mm
—® (6

O
® —H ® ©®
@

G—o G
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Matching in bipartiten Graphen

Durch fortlaufendes Finden zunehmend alternierender Wege kann
ein groBtes Matching berechnet werden:

o Fiir Moym = (Mmax — M) U (M — Mpax) gilt: Jeder Knoten im
Graphen G ist mit hochstens zwei Kanten aus My, inzident:
eine Kante aus M., und eine Kante aus M

@ Die Anzahl der aus M,,x stammenden Kanten ist gréBer als
die Anzahl der aus M stammenden Kanten: |Mp,x| > |[M| und
in Msym sind alle Kanten aus My, U M, die nicht in beiden
Mengen sind.

® Goym = (V, Msym) besteht aus knotendisjunkten Wegen bzw.
Kreisen, die abwechselnd Kanten aus M,,,x und M benutzen.

o Jeder Kreis, falls einer existiert, hat genau so viele Kanten aus
M ,2x wie aus M.

— Da [Mpax| > |M| ist, muss es Wege geben, die eine Kante
mehr aus M5« als aus M haben, und dies sind zunehmend

alternierende Wege.
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Matching in bipartiten Graphen

Wir stellen fest:

@ Wenn ein zunehmend alternierender Weg existiert, kann das
bisherige Matching vergroBert werden.

o Falls kein solcher Weg gefunden wird, terminiert der
Algorithmus und hat ein groBtes Matching berechnet.

In bipartiten Graphen kénnen zunehmend alternierende Wege
mittels Breitensuche in Zeit O(V + &) berechnet werden. Daher
ergibt sich fiir obigen Algorithmus die Laufzeit:

@ maximal V/2 Aufrufe der Breitensuche
— insgesamt: O(V2 + V- &) oder O(V3) wegen € € O(V?)

Der Algorithmus von Hopcroft und Karp findet in jedem Durchlauf
alle kiirzesten, zunehmend alternierenden Wege und bendtigt daher

nur v/V Durchliufe. — Laufzeit O(VV - £)
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Matching auf allgemeinen Graphen

3 4 9 12
® @ @ L J
l¢ 5 8 11
@
2 6 7 10

— bestimme ein initiales Matching

Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Matching 610 / 1138



Matching auf allgemeinen Graphen

3 4 9 12
® @ 4 L J
¢ 5 8 11
@
2 6 7 10

— bestimme einen zunehmend alternierenden Weg
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Matching auf allgemeinen Graphen

3 4 9 12
® L 4 @
1¢ b 8 11
@
2 6 7 10

— vergroBere das Matching entlang dieses Weges
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Matching auf allgemeinen Graphen

3 4 9 12
® @ @ L J
l¢ b 8 11
@
2 6 7 10

Leider hilft uns die Breitensuche allein nun nicht weiter. Es kann
vorkommen, dass ein Knoten auf einem Weg gerader Lange und
auf einem anderen Weg ungerader Lange erreichbar ist.
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Matching auf allgemeinen Graphen

Starte Breitensuche bei einem freien Knoten: 2

3 4 9 12 3 4 9 12
¢ @ L ®
1 5 8 11
¢
L
2 6 7 10 2 6 7 10

Der Weg P; = (2,6,7,10,8) hat Der Weg P, = (2,6,7,8) hat die
die Lange 4, also gerade Liange. Lange 3, also ungerade Lange.

Der Weg P; kann nicht zu einem zunehmend alternierenden Weg
erweitert werden! Wiirde die Breitensuche bei Knoten 7 anders
verzweigen, wiirde ein solcher Weg gefunden.
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Matching auf allgemeinen Graphen

Idee: Die Breitensuche darf jeden Knoten zweimal besuchen,
einmal fiir gerade Entfernung und einmal fiir ungerade Entfernung.

Das ist leider keine gute Idee: Es kann dann passieren, dass wir
einen Kreis ungerader Lange komplett durchlaufen, und
anschlieBend einen Teil des Weges riickwarts gehen, da sich die
Paritdten der Knoten umgedreht haben. Ein solcher Weg ist
natiirlich nicht zunehmend alternierend.

oo 9 o WegPi=(2678107,62)
lduft einmal komplett durch den
Kreis (7,8,10,7) und lduft dann

1 5 8 11

[ zum Startknoten der Breitensu-
che zuriick. Dies ist moglich, da
alle Knoten einmal fiir gerade
und einmal fiir ungerade Entfer-
nung besucht werden diirfen.

SN

10
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Matching auf allgemeinen Graphen

Ein Kreis ungerader Lange heiBt Bliite. Wird bei der Suche nach
einem zunehmend alternierenden Weg eine Bliite gefunden, so
schrumpfen wir die Bliite auf einen Knoten zusammen: Jede
Kante, die zuvor mit einem Knoten der Bliite verbunden war, fiihrt
jetzt zu diesem neuen Knoten.

3 4 9 12 3 9 12
®

o™

11 1 5 11

10 2 6 7,8,10

2 6 7

Der Weg kann zu einem zunehmend alternierenden Weg erweitert
werden.
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Matching auf allgemeinen Graphen

Nachdem ein zunehmend alternierender Weg gefunden wurde,
miissen alle geschrumpften Bliiten wieder expandiert werden.

3 4 9 12 3 4 9 12
@ @ @

1 5 11
2 6 7,8,10 2 6 7 10

Dazu muss nur bestimmt werden, wie der zunehmend alternierende
Weg innerhalb der expandierten Bliite fortgesetzt wird. Das dies
immer moglich ist, zeigt die folgende Uberlegung.
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Matching auf allgemeinen Graphen

Sei P ein zunehmend alternierender Weg in G ausgehend von u,
der eine Bliite B passiert. Es gibt zwei Fille:

@ P beriihrt die Bliite nur in einem Knoten. Dann bleibt der
Pfad unverandert.

@ P betritt die Bliite in einem Knoten v und verlasst sie wieder
in einem anderen Knoten v'. In der Bliite gibt es zwei Pfade
von v nach v’: einen mit gerader Linge und einen mit
ungerader Lange. Einer der beiden Pfade erhilt die Paritit des
Abstands von u nach v/,
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Matching auf allgemeinen Graphen

Expandieren von Bliiten: Fiir den Weg durch eine Bliite gibt es
zwei Moglichkeiten. Je nachdem, welche Paritdt notwendig ist,
wird der korrekte Pfad gewihlt.

—_—
o---0—90—9----0 ®---- ----@
B v v

—_—
o---0—90—9----0 ®---- ----o
B v v
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Matching auf allgemeinen Graphen

Laufzeit von Edmond’s Algorithmus: O(V - &)

@ Alle Operationen in einer Runde dauern Zeit O(€):

o Alternierenden Weg suchen mittels Breitensuche von einem
freien Knoten aus: O(V + €)

o Auf einem Pfad kénnen alle Bliiten zusammen hochstens £
Kanten besitzen. Das Schrumpfen einer Bliite ist abhangig von
der GroBe des Kreises. Demnach konnen alle Bliiten in einem
Durchlauf in O(E) Schritten geschrumpft werden.

@ In jeder Runde wird das Matching groBer, also gibt es
hochstens V/2 viele Runden.

Auch diese Laufzeit kann noch verbessert werden:

S. Micali, V. Vazirani (1980): An O(\/V - £) algorithm for
finding maximum matching in general graphs. 21st Annual
Symposium on Foundations of Computer Science: 17-27
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Matching auf allgemeinen Graphen

Anmerkung: Es genligt nicht, zunachst alle Bliiten zu suchen und
zu schrumpfen, um anschlieBend eine Breitensuche durchzufiihren:

Im obigen Beispiel enthdlt der geschrumpfte Graph keinen
zunehmend alternierenden Pfad, wohl aber der Ausgangsgraph.
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Ubersicht

Schwere Graphenprobleme auf speziellen Graphklassen

@ Einleitung

@ Biume und Co-Graphen

@ Chordale Graphen

@ Vergleichbarkeitsgraphen (Comparability Graph)

@ Planare Graphen
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Einleitung

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph.

@ Die Anzahl der Knoten in einer Maximum-Clique (also einer
Clique mit maximaler Kardinalitat) wird mit w(G) bezeichnet
und heiBt Cliquenzahl (clique number).

@ Seien (1,..., Cx Cliquen in G, die G partitionieren, also
V=CGU...UGCund GNC =0 firallel <i,j<kund
i # j. Dann heiBt Cq, ..., Cx eine Cliquen-Partitionierung der
GroBe k.

@ Die GroBe der kleinstmdglichen Cliquen-Partitionierung wird
mit 6(G) bezeichnet und heiBt Cliquen-Uberdeckungszahl
(clique cover number).
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Einleitung

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph.

@ Sei /| eine Teilmenge der Knoten aus V/, die paarweise nicht
adjazent sind. Man nennt / eine unabhingige Menge
(independent set) oder eine stabile Menge (stable set).

@ Die Anzahl der Knoten einer unabhangigen Menge mit
maximaler Kardinalitdt wird mit «(G) bezeichnet und heiBt
Unabhéngigkeitszahl oder Stabilititszahl (stability number).

@ Seien I1,..., Iy unabhingige Mengen von G. Stellen diese
unabhdngigen Mengen I1,..., I eine Partitionierung des
Graphen G dar, also V =L U... Ul und [; N ; = 0 fiir alle
1<i,j<kundi#j, sospricht man von einer k-Firbung
(k-coloring) von G.

@ Das minimale k, fiir welches eine k-Farbung von G existiert,
wird mit x(G) bezeichnet und heiBt Farbungszahl oder
chromatische Zahl (chromatic number).
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Einleitung

Allgemein gilt:

)

w(G) < x(6)

Alle Knoten einer Clique miissen mit verschiedenen Farben
geférbt sein.

a(G) <6(G)

Alle Knoten einer unabhangigen Menge miissen in
verschiedenen Cliquen einer Cliquen-Partitionierung liegen.
w(G) = a(G)

Eine Clique maximaler Kardinalitdt in G entspricht einer
unabhingigen Menge maximaler Kardinalitit in G.

X(G) = 6(G)
Eine k-Féarbung in G entspricht einer Cliquen-Partitionierung
in G.
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Einleitung

Zwei Graphen G; = (V4, E1) und Gy = (V2, E2) heiBen isomorph
zueinander, wenn eine bijektive Abbildung f : V3 — V5 existiert,
wobei {u,v} € E; < {f(u),f(v)} € E» gelten muss. Wir
schreiben dann G; ~ Go.

Ubung

@ Geben Sie Graphen an, bei denen w(G) < x(G) gilt.
@ Geben Sie Graphen an, bei denen o(G) < 0(G) gilt.

@ Erstellen Sie den Komplementgraphen zu Py, also einem Weg
iiber vier Knoten.

o Erstellen Sie den Komplementgraphen zu Gs, also einem Kreis
tiber fiinf Knoten.
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Einleitung

Eine Grapheigenschaft A ist eine Untermenge der Menge aller
Graphen, so dass fiir je zwei isomorphe Graphen G; und G gilt:
GlcA < G cA

Ein Graph G hat die Eigenschaft A, falls G € A ist.

@ Eine Grapheigenschaft heit monoton, falls fiir jeden Graphen
mit dieser Eigenschaft gilt, dass auch jeder seiner Subgraphen
diese Eigenschaft hat.

@ Eine Grapheigenschaft heiBt hereditar, falls fiir jeden Graphen
mit dieser Eigenschaft gilt, dass auch jeder seiner induzierten
Subgraphen diese Eigenschaft hat.

Jede monotone Eigenschaft ist auch hereditdr. Aber nicht jede
hereditdre Eigenschaft ist auch monoton: Die Eigenschaft eines
Graphen, vollstindig zu sein, ist hereditar, aber nicht monoton.
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Ubersicht

Schwere Graphenprobleme auf speziellen Graphklassen

@ Einleitung

@ Baume und Co-Graphen

@ Chordale Graphen

@ Vergleichbarkeitsgraphen (Comparability Graph)

@ Planare Graphen
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Baume und Co-Graphen

Ein zusammenhingender Graph G = (V, E) mit |[E| = |V| -1
Kanten ist ein Baum und insbesondere kreisfrei. Ein kreisfreier
Graph ist ein Wald.

Fir Bdume und Walder gilt: w(G) = x(G) = 2, falls |E| > 0
Frage: Ist die Eigenschaft Baum/Wald monoton/hereditér?

Ein Graph G = (V, E) heiBt bipartit, falls V = AU B gilt mit
ANB=0und {u,v} e E=(ueAveB)V(veAucB).

Ein Graph ist genau dann bipartit, wenn er keinen Kreis ungerader
Lange enthalt.

Fiir bipartite Graphen gilt: w(G) = x(G) = 2, falls |[E| > 0
Frage: Ist die Eigenschaft bipartit monoton/hereditar?
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Baume und Co-Graphen

Es seien Gy = (V4, E1) und Gy = (Vo Ep) zwei Graphen.

o Die disjunkte Vereinigung von G und Gy ist definiert durch
GlUGy, = (Vi1 UV, E; UE).
o Die disjunkte Summe von Gi und G ist definiert durch
G xG=WVNUWEUEBU{vi,wn}]|wveVi,wneW}).

Ein Graph G = (V, E) ist ein Co-Graph, falls er sich aus den
folgenden drei Regeln aufbauen I&sst:

@ Der Graph mit genau einem Knoten (Bezeichnung G = e) ist
ein Co-Graph.
@ Die disjunkte Vereinigung zweier Co-Graphen ist ein Co-Graph.

@ Die disjunkte Summe zweier Co-Graphen ist ein Co-Graph.
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Baume und Co-Graphen

Der Aufbau eines Co-Graphen kann in einer Baumstruktur
dargestellt werden: Links der Co-Graph, rechts der Co-Baum.

1 5 3

N L [s9] [so]

|1Q| |2Q| |3Q| |40|

Beobachtung: Ein Graph ist genau dann ein Co-Graph, wenn er
keinen P, als induzierten Teilgraphen enthalt.
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Baume und Co-Graphen

Satz: Zu einem gegebenen Graphen G = (V, E) kann in Zeit
O(V + &) entschieden werden, ob G ein Co-Graph ist und im
positiven Fall auch ein Co-Baum fiir G bestimmt werden. (Corneil,
Perl, Stewart, 1985)

Im Folgenden sei G ein Co-Graph und T = (V7, E7,w) ein
Co-Baum zu G mit der Wurzel w. Fiir einen Knoten v € VT sei
T, der Teilbaum von T mit Wurzel v und G[v] sei der durch T,
definierte Co-Graph.

Independent Set:

o Fiir jedes Blatt v in T setze a(GJ[v]) = 1.

@ Fiir jeden mit U gekennzeichneten Knoten v mit den Kindern
vi und vz in T setze a(G[v]) = a(G[w1]) + a(G[w2])

o Fiir jeden mit x gekennzeichneten Knoten v mit den Kindern
vi und va in T setze a(G[v]) = max{a(G[wv1]), a(G[v2])}
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Baume und Co-Graphen

Clique:

o Fiir jedes Blatt v in T setze w(G[v]) = 1.

@ Fiir jeden mit U gekennzeichneten Knoten v mit den Kindern
vi und vz in T setze w(G[v]) = max{w(G[wv1]),w(G[v2])}

o Fiir jeden mit x gekennzeichneten Knoten v mit den Kindern
vi und va in T setze w(G[v]) = w(G[w1]) + w(G[v2])

Farbung:

o Fiir jedes Blatt v in T setze x(G[v]) = 1.

@ Fiir jeden mit U gekennzeichneten Knoten v mit den Kindern
vi und vo in T setze x(G[v]) = max{x(G[wv1]), x(G[v2])}

@ Fiir jeden mit x gekennzeichneten Knoten v mit den Kindern
vi und va in T setze x(G[v]) = x(G[wv1]) + x(G[v2])
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Baume und Co-Graphen

Partition in Cliquen:

o Fiir jedes Blatt v in T setze 6(G[v]) = 1.

@ Fiir jeden mit U gekennzeichneten Knoten v mit den Kindern
vi und vy in T setze 0(G[v]) = 0(G[wv1]) + 0(G[v2])

o Fiir jeden mit x gekennzeichneten Knoten v mit den Kindern
vi und vo in T setze O(G[v]) = max{0(G[wvi]), 0(G[v2])}

Die hier gezeigten Algorithmen haben Laufzeit O(V + &):

o Erstellung des Co-Baums in O(V + €).
@ Bottom-Up-Durchlauf der Knoten des Co-Baums in O(V + &).
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Ubersicht

Schwere Graphenprobleme auf speziellen Graphklassen

@ Einleitung

@ Biume und Co-Graphen

@ Chordale Graphen

@ Vergleichbarkeitsgraphen (Comparability Graph)

@ Planare Graphen
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Chordale Graphen

Ein Graph heiBt chordal, falls er keinen induzierten Kreis Cx mit
k > 4 enthalt. In anderen Worten: Jeder Kreis der Lange
mindestens vier besitzt eine Sehne. Eine Sehne ist eine Kante
zwischen zwei auf dem Kreis nicht benachbarten Knoten.

Beispiele:

@ Der vollstindige Graph K, ist chordal.
@ Ein Wald ist chordal.
@ Der linke Graph ist chordal, der rechte nicht:

RVAVAN

Frage: Ist die Eigenschaft chordal monoton /hereditér?
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Chordale Graphen

Sei G = (V, E) ein Graph und u,v € V zwei Knoten.

@ Eine Knotenmenge A C V — {u, v} heiBt u — v— trennend,

falls v und v in G, aber nicht in G — A durch einen Pfad
verbunden sind.

@ Eine Knotenmenge A C V heiBt trennend, falls es Knoten
u,v € V gibt, so dass A u — v— trennend ist.

Lemma: Sei A eine inklusionsweise-minimal trennende Knoten-
menge in einem zusammenhidngenden Graphen G = (V, E). Dann
ist jeder Knoten in A zu jeder Komponente von G — A verbunden.

Beweis: Da A minimal ist, gilt fiir jedes v € A, dass der Graph
G — (A—{v}) noch zusammenhangend ist. Da es zwischen den
Komponenten Hi,..., Hy von G — A keine Kanten gibt, sind die

Hi'sin G — (A —{v}) alle mit v verbunden, also insbesondere in
G. (siehe auch nichste Folie)
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Chordale Graphen

noch zum Beweis:

® G — (A—{v}) ist noch zusammenhangend
@ G— Azerfilltin Hy, ..., Hy

Definition: Wir bezeichnen die Menge der adjazenten Knoten eines
Knotens u in einem Graphen G = (V/, E) als Nachbarschaft und
schreiben Ng(u) := {v | {u,v} € E}.
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Chordale Graphen

Satz: Ein Graph ist chordal <= jede inklusionsweise-minimal
trennende Knotenmenge induziert eine Clique.  (Dirac, 1961)

=- Sei S eine solche trennende Menge in G.
o Es gibt mindestens zwei Komponenten H; und H, in G — S.
s Alle Knoten aus S haben Nachbarn in H; und H,. (Lemma)
@ Seien u,v € S, und seien Py, P, zwei u — v— Pfade minimaler
Lange, die nur innere Knoten aus H; bzw. H, benutzen.

o Der Kreis P; U P, hat Lange > vier und daher eine Sehne.
o Zwischen H; und H, gibt es keine Kanten, die Pfade Py, P,
haben minimale Lénge, es gibt also keine Sehne innerhalb
von H; oder H,, also muss die Kante {u, v} € E existieren.
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Chordale Graphen

Fortsetzung

Satz: Ein Graph ist chordal <= jede inklusionsweise-minimal
trennende Knotenmenge induziert eine Clique.  (Dirac, 1961)

< Sei C ein Kreis der Lange > 4 in G und seien u,v € C zwei
auf C nicht benachbarte Knoten.
o Ist {u,v} € E, so gibt es eine Sehne. v/
@ Sonst sei S eine minimal u — v— trennende Knotenmenge.
o S enthilt je einen Knoten auf beiden u — v— Pfaden in C.

o Da S eine Clique ist, sind diese durch eine Kante verbunden. v/

Ein Knoten in einem Graphen heiBt Simplizialknoten, falls seine

Nachbarschaft vollstandig verbunden ist, also eine Clique bildet.
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Chordale Graphen

Lemma: Jeder chordale Graph G besitzt einen Simplizialknoten,
und falls der Graph nicht vollstandig ist, besitzt er sogar zwei
nicht benachbarte Simplizialknoten.  (Dirac, 1961)

Beweis: Durch vollstandige Induktion nach n = |V/|.

@ Aussage ist klar fiir n =1, 2,3 oder vollstindige Graphen. v’
@ Sonst: G besitzt zwei nicht benachbarte Knoten v und v.

@ Sei S eine inklusionsweise-minimal u — v— trennende
Knotenmenge, G — S zerfalle in Komponenten Hy, ..., Hy.
@ S induziert Clique, also haben nach Induktionsannahme die
chordalen Graphen G[H; U S] je einen Simplizialknoten in H;:
o Entweder gibt es zwei nicht benachbarte simpliziale Knoten,
von denen einer in H; liegt, da S eine Clique ist.
@ oder G[H; U S] ist Clique, also jeder Knoten aus H; simplizial.
@ Diese Simplizialknoten in H; sind auch simplizial in G, weil fiir
die Nachbarschaft N(H;) gilt: N(H;) C H;U S

Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Spezielle Graphklassen 646 / 1138



Chordale Graphen

Die Knoten eines chordalen Graphen G = (V, E) mit n Knoten
lassen sich wie folgt anordnen.

Eine totale Ordnung o : V — [n] heiBt perfektes Knoten-
Eliminationsschema PES, falls jeder Knoten v € V simplizial
in G[{u e V| o(u) > a(v)}] ist.

anders gesagt: Die Anordnung (vi,...,v,) der Knoten aus G
heiBt PES, wenn die Mengen {v; € N(v;) | j > i} Cliquen sind.

Beispiel:
c e d b a
b d 1 2 3 4 5
c e d b a
a e
1 2 3 4 5
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Chordale Graphen

Satz: Ein Graph ist genau dann chordal, wenn er ein perfektes
Knoten-Eliminationsschema besitzt. ~ (Fulkerson, Gross, 1965)

=- Sei G ein chordaler Graph und s ein Simplizialknoten.
s Das PES beginnt mit (s, ...).
s Auch G — {s} ist chordal. (weil hereditér)
@ Waihle sukzessiv Simplizialknoten im restlichen Graphen aus
und hange den Knoten an das bisherige PES an.
o Falls keiner gefunden wird, ist der Graph nicht chordal.
< Sei G ein Graph mit PES ¢ und sei C ein Kreis in G.

@ Sei u € C der erste Knoten des Kreises beziiglich o.

@ Nach Definition des PES sind insbesondere seine beiden
Nachbarn auf C verbunden.

o Damit hat der Kreis eine Sehne.

Die Existenz eines PES ist also hinreichend fiir die Chordalitat
eines Graphen.

Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Spezielle Graphklassen 648 / 1138



Chordale Graphen

Obige naive Implementierung zur Berechnung eines PES hat
Laufzeit O(V? - £). Mittels einer lexikographischen Breitensuche
kann ebenfalls ein PES berechnet werden, aber effizienter.
LEX-BFS ist eine normale Breitensuche mit Kollisionsregel:
for all v € V do
label[v] := 0
for i := n downto 1 do
pick unnumbered vertex v with lexicographically largest label
o(v):=i
for all unnumbered vertices w adjacent to v do
append label[w] by i

Es gilt (a1,...,aq) <r (b1,...,bp), falls es ein j gibt mit a; < b;
fir 1 <i<jund (q < poder aj;1 < bj11) gilt.

So gilt bspw. (6,3,2,1) <; (6,4,1) und (6,4,2) <, (6,4,2,1).
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Chordale Graphen

Beispiel: i = 6, wahle Knoten a — o = (a)

a, {} b, {} c, {}

d, {} e, {}

f, {}
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Chordale Graphen

Beispiel: i =5, wahle Knoten d — o = (d, a)

a, {} b, {6} c, {}

d, {6} e, {}

£, {}
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Chordale Graphen

Beispiel: i = 4, wahle Knoten b — o = (b, d, a)

a, {} b, {6,5} c, {}
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Chordale Graphen

Beispiel: i = 3, wahle Knoten e — o = (e, b, d, a)

a, {} b, {6,5} c, {4}
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Chordale Graphen

Beispiel: i = 2, wahle Knoten f ~ o = (f, e, b, d, a)

a, {} b, {6,5} c, {4,3}

f, {5,3}

Nach einem weiteren Schritt erhalten wir (¢, f,e, b, d, a) als
Ordnung. Man priift leicht nach, dass diese Ordnung ein PES ist.

Satz: Der Algorithmus LEX-BFS liefert bei Anwendung auf einen
Graphen G genau dann ein PES, wenn G chordal ist. (ohne Beweis)
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Chordale Graphen

maximum clique:
K:=10
for all node v in order of o do

compute X, :={ve V|{u,v} € E a(v)>o(u)}
if |[K| <|{u}UX,| then
K:={u}UX,
output K

maximum independent set:

@ sei yj der erste Knoten beziiglich o

@ induktiv: sei y; der erste auf y;_; folgende Knoten in o, der
nicht in der Menge X,, U...UX,, | ist

@ die Knoten vy, ..., y; bilden eine unabhangige Menge
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Chordale Graphen

minimum clique cover:

Die Mengen {y;} U X,, — X,;, —... — X,,_, bilden eine minimale
Cliquen-Uberdeckung.

Optimalitat gilt wegen t < o(G) < 0(G) < t.

Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Spezielle Graphklassen 656 / 1138



Ubersicht

Schwere Graphenprobleme auf speziellen Graphklassen

@ Einleitung

@ Biume und Co-Graphen

@ Chordale Graphen

o Vergleichbarkeitsgraphen (Comparability Graph)

@ Planare Graphen
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Comparability-Graphen

Ein gerichteter Graph G = (V/, E) heiBt transitiv, wenn fir je drei
Knoten u, v, w € V gilt: Falls (u,v) € E ist und (v, w) € E ist,
dann ist auch (u,w) € E.

Ein ungerichteter Graph heiBt Vergleichbarkeitsgraph

(comparability graph), wenn eine Orientierung der Kanten existiert,
so dass der orientierte Graph transitiv ist.

Links Vergleichbarkeitsgraph, rechts eine mégliche transitive
Orientierung dazu.
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Comparability-Graphen

Wir fiihren fiir diesen Abschnitt eine andere Definition von
Graphen ein, die auf M.C. Golumbic zuriick geht:

@ Ein Graph G = (V/, E) besteht aus einer anti-reflexiven
bindren Relation E iiber einer endlichen Knotenmenge V. Die
Elemente von E bestehen aus geordneten Paaren von Knoten.
Alle Graphen sind also Schleifen-frei und haben keine
mehrfachen Kanten.

@ Wir definieren ab € E~! <= ba € E. Ein Graph ist
ungerichtet, wenn E = E-1 gilt.

Ein ungerichteter Graph besteht aus gerichteten Kanten, aber
zu jeder Kante gibt es eine entgegengesetzt gerichtete Kante.

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heiBt Vergleichbarkeitsgraph,
wenn es einen Graphen (V/, F) gibt, so dass gilt:

FNF'=0 FuUF'=E FCF
wobei F2 = {ac | ab, bc € F} definiert sei.
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Comparability-Graphen

Beispiel: ungerichteter Graph

schwarze Kanten: F
rote Kanten: F~1
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Comparability-Graphen

Definiere Relation I auf Knotenmenge E eines ungerichteten
Graphen G = (V, E) wie folgt. Sei ab € E und a'b’' € E.

abT a0 <= (a=a Abb ¢E) oder
(b=b'Nad & E).

Wir sagen: ab fordert a'b’.

zweiter Fall: Wiirde 2b und b’a’ mit b = b’ als Richtung der
Kanten gewahlt, miisste auch aa’ gerichtet werden, was aber nicht
moglich ist, da aa’ ¢ E gilt.

b = b’ b=b

Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Spezielle Graphklassen 661 / 1138



Comparability-Graphen

Die reflexive, transitive Hiille I'* von T ist eine Aquivalenzrelation
auf E und partitioniert E in Implikationsklassen von G. Dabei
liegen zwei Kanten ab und cd genau dann in einer Implikations-
klasse, wenn gilt: ab=agbg [ a1b; I ...T axbx = cd mit k > 0.

Bezeichne ®(G) die Menge der Implikationsklassen von G, und
bezeichne A = AU A~! den symmetrischen Abschluss von A.
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Comparability-Graphen

Beispiel:
d a
b b
A = {ab} ATl = {ba} A= AL UA?
Ay = {cd} Ayt = [de} Ay = Ay U A

A3 = {ac,ad,ae} A;' = {ca, da,ea} A3 =AU Al
Ay = {bc,bd, be} Ag' = {cb,db,eb} Ay = A,UA;"

d(G) = {/A41,/2\2,/2\3,/A44} ist Menge der Implikationsklassen von G
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Comparability-Graphen

Sei G = (V/, E) ein ungerichteter Graph.

@ Eine Partition der Kantenmenge E = By W... By heibt
Decomposition (Zerlegung) von E, wenn B; eine
Implikationsklasse von B; W ... By darstellt.

@ Eine Menge von Kanten {(x1,y1), ..., (X, yx)} heiBt
Dekompositionsschema fiir G, wenn eine Dekomposition
E =B W...W By existiert mit (x;, y;) € B;.

Berechnung eines Dekompositionsschemas fiir G = (V/, E):

SO Initial sei i ;=1 und E; := E

S1 Wahle eine Kante e; = (x;,y;) € E;

S2 Zihle die Implikationsklasse B; von E; auf, die (x;, ;) enthélt
S3 Definiere Ejq := E;j\B;

S4 Falls Ejy1 # 0, dann j := i + 1 und Sprung nach S1
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Comparability-Graphen

i Gi:(\/in) (Xl'a_yl') (VaBI)
a a
1| c e ac cme
b
a a
2| c d e bc C d e
2 2
3| Ce od o€ dc Coee od o€
b b

Effiziente Algorithmen
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Comparability-Graphen

Der folgende Satz zeigt, dass der Algorithmus zur Berechnung
einer Dekomposition korrekt ist.

Satz: Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit Dekomposition
E = By W...W By, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

o G ist ein Vergleichbarkeitsgraph
@ AN AL =0 fiir alle Implikationsklassen A von E
o BiNnB l=0firi=1,2,...,k (ohne Beweis)

maximum clique: Bestimme einen langsten Weg in G = (V, E),
denn alle Knoten auf einem Weg stellen eine Clique dar.

@ berechne eine transitive Orientierung G’ = (V, E’)
@ berechne eine topologische Sortierung zu G’
@ induktiv: dist(v1) := 0, dann

dist(v;) := max {dist(v;)+ 1}

j=1,...,i—1

,,,,,
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Comparability-Graphen

Anmerkung: Eine transitive Orientierung ist kreisfrei!
b b b

d d d

Annahme: Es gibe einen Kreis mit den Kanten ab, bc, cd, da in F.
Wegen bc, cd € F miisste auch bd € F gelten. Dann miisste aber
auch ad € F liegen, weil ab, bd € F gilt.

Aber dann wire FNF~ 1 #£0. 4
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Comparability-Graphen

maximum independent set: Sei G = (V, E) ein
Vergleichbarkeitsgraph mit V = {vy,..., v, }.

@ berechne eine transitive Orientierung G’ = (V, E’)
@ berechne einen bipartiten Graphen G” = (AU B, E”) mit
s A={x|vie V}
o B={yi|vieV}
o E" ={{xi,y;} | (vi,vj) € E'}
@ berechne ein minimum vertex cover T in dem bipartiten
Graphen G” (wie geht das?)

@ dannist S := V — T ein maximum independent set

siehe Beispiel auf nichster Folie
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Comparability-Graphen

Beispiel:

Independent—Set Vertex—Cover 0

Frage: Wie berechnet man ein Minimum Vertex Cover auf
bipartiten Graphen? Allgemein ist das Problem NP-vollstandig.
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Ubersicht

Schwere Graphenprobleme auf speziellen Graphklassen

@ Einleitung

@ Biume und Co-Graphen

@ Chordale Graphen

@ Vergleichbarkeitsgraphen (Comparability Graph)

@ Planare Graphen
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Planare Graphen

Definition: Ein Graph, der kreuzungsfrei in der Ebene gezeichnet
werden kann, heiBt planar. — planare Einbettung des Graphen

planarer Graph Kj: planare Einbettung des Kj:

Alle einfachen Graphen mit hochstens 4 Knoten sind planar.
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Planare Graphen

Eulersche Polyeder-Formel: Fiir einen einfachen,
zusammenhangenden, planaren Graphen G = (V/, E), der
kreuzungsfrei in der Ebene gezeichnet ist, gilt V — & + f = 2,
wobei f die Anzahl Flichen (faces) bezeichnet.

Beweis:

@ Fiir einen Baum gilt: £ =V — 1 und
f=1Alsogilt V-4 f=2.
An dieser Stelle im Beweis geht die
Voraussetzung zusammenhangend ein.

@ Entferne nacheinander aus jedem Kreis
in G je eine Kante: Jedesmal wird £
und f um 1 kleiner, die Differenz
VY — £ + f bleibt konstant. Ol
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Planare Graphen

Korollar 1: Fiir einen planaren Graphen G = (V, E) gilt:
EL3- V-6
Beweis: Betrachte eine planare Einbettung von G mit f Fliachen.

@ Jede Kante e ist die Grenze von
hochstens 2 Flachen. — p Kanten
begrenzen maximal 2p Flachen.

@ Dabei wird jede Flache F mindestens
dreimal gezahlt, da F durch mindestens
drei Kanten begrenzt ist. Beachte die
Voraussetzung einfacher Graph.

= f <2 = 3.f<2¢&

Nach Eulers Polyeder-Formel gilt V — £ + f = 2. Multiplizieren wir
beide Seiten der Polyeder-Formel mit 3, dann erhalten wir:

3.V-3.£43.f =6 < 3.f = 6-3-V+3.€
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Planare Graphen

Jetzt nutzen wir die Ungleichung 3 - f < 2 - & als Abschdtzung in
der modifizierten Polyeder-Formel 3-f =6 —-3-V +3-&:

3-f =6-3-V+3-£ <2.& = & < 3-V-6 0

Anmerkung: Planare Graphen G = (V/, E) sind diinne Graphen, es
gilt also £ € O(V).

Obiges Korollar gilt nur fiir einfache Graphen. Wiirden wir auch
Schlingen oder Mehrfachkanten zulassen, dann kdnnte eine Fliche
von weniger als drei Kanten begrenzt werden.

0,
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Planare Graphen

Korollar 2: Fiir einen bipartiten, einfachen, planaren Graphen
G=(V,E)gilt: £<2- V-4

Beweis: In bipartiten Graphen hat jeder Kreis eine gerade Linge.
Also muss bei bipartiten Graphen sogar 4 - f < 2- £ gelten, denn
jede Flache F wird dort mindestens viermal gezahlt.

Nach der Eulerschen Polyeder-Formel gilt V — & + f = 2.
Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung mit 4 erhalten wir:

4.V—-4.£44.-f =8 «<— 4.-f =8—-4.V+4-€&
Nutzen wir 4 - f < 2. &, dann erhalten wir:
4.f = 8—-4.V+4.£<2-E=2-£E<4.V-38

Dividieren wir beide Seiten durch 2, dann erhalten wir die zu
beweisende Aussage. [
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Planare Graphen

Satz: Der Kjs ist nicht planar.

Beweis: Im Ks ist jeder der fiinf Knoten mit jedem der vier anderen
Knoten durch eine Kante verbunden Da wir dabei jede Kante

doppelt zihlen, muss es also %2 = 10 Kanten geben.
Nach Korollar 1 darf es aber hochstens 3:-V —6=29 Kanten
geben. O

Satz: Jeder planare Graph besitzt einen Knoten v, der héchstens
den Grad 5 hat.

Beweis: Hatte jeder Knoten einen Knotengrad von mindestens 6,
dann gibe es mindestens © 2 = 3.V viele Kanten in dem Graphen,
was nach Korollar 1 nicht sein kann. [
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Planare Graphen

Satz: Der K33 ist nicht planar.

Beweis: Im K33 ist jeder Knoten mit drei anderen Knoten iiber
eine Kante verbunden, es gibt also ? = 9 Kanten, nach Korollar 2
diirfte es aber nur 2 -V — 4 = 8 Kanten geben. Ol

Wir wollen im Folgenden zu einem Graphen G testen, ob G planar
ist. Beim Test spielen die Graphen K5 und K33 eine wichtige Rolle.

Vorher miissen wir noch einige wichtige Aussagen zeigen.
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Planare Graphen

Lemma: Ein Graph ist genau dann planar, wenn er auf der
Kugeloberflache eingebettet werden kann.

Beweis: Durch stereografische Projektion vom Nordpol, wobei die
Kugel mit dem Siidpol die Ebene in einem Punkt beriihrt.

o Fiir jeden Punkt x der Ebene gilt: Die Verbindung von x mit
dem Nordpol schneidet die Kugel in genau einem Punkt.

@ Dadurch haben wir eine Bijektion zwischen Ebene und der
Kugel angegeben.
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Planare Graphen

Ein Graph G wird minimal nicht-planar genannt, wenn G selbst
nicht planar ist, aber jeder echte Teilgraph von G planar ist.

Die Graphen Ks und K33 sind minimal nicht-planar: Lasst man nur
eine Kante oder einen Knoten weg, so sind die entsprechenden
Teilgraphen planar.
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Planare Graphen

Lemma: Sei G = (V, E) ein planarer Graph und F C E eine
Menge von Kanten, die den Rand einer Flache H in einer planaren
Einbettung von G bilden. Dann existiert auch eine Einbettung von
G, bei der die Kanten aus F auBen liegen.

Beweis: Zeichne eine planare Einbettung von G auf eine Kugel und
betrachte eine stereografische Projektion, wobei der Nordpol
innerhalb der Fliche H und der Siidpol auf der Einbettungsebene
liegt. (Die Kugel muss also auf der Einbettungsebene entsprechend
gerollt werden.)

b c

b
d
a d
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Planare Graphen

Ein Graph H ist eine Unterteilung von G, wenn H aus G entsteht,
indem Kanten von G durch einfache Wege iiber neu eingefiigte

Knoten ersetzt werden:
G H

Alle neu eingefiigten Knoten haben also den Grad 2.

Kantenkontraktion:

Ein Graph, der durch Loschen von Knoten oder Kanten oder durch
Kantenkontraktionen aus G entsteht, heit Graph-Minor von G.
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Planare Graphen

Kuratowski-Teilgraph: Ein Teilgraph G’ eines gegebenen Graphen
G wird Kuratowski-Teilgraph genannt, wenn G’ eine Unterteilung
des Ks oder des K3 3 ist.

Satz von Kuratowski: Jeder einfache Graph ist genau dann planar,
wenn er keinen Kuratowski-Teilgraphen enthélt, wenn er also keine
Unterteilung des Ks oder des K3 3 als Teilgraphen enthilt. (Beweis
spater)
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Planare Graphen

Satz von Wagner: Jeder einfache Graph ist genau dann planar,
wenn er weder den Ks noch den K33 als Minor enthilt. (ohne
Beweis)

Frage: Ist der Peterson-Graph planar?
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Planare Graphen

Bezeichne k(G) den Knoten-Zusammenhang eines Graphen
G = (V, E), also die kleinste Anzahl von Knoten, dessen Entfernen
G in verschiedene Komponenten zerfallen l3sst.

Es gilt |V| > k(G) + 2.

Nach dem Entfernen von k(G) vielen Knoten aus G miissen
noch mindestens zwei Knoten iibrig bleiben, die nicht
miteinander verbunden sind.

Fiir alle Knoten x € V gilt degg(x) > x(G).

Ware degg(x) < k(G), dann zerféllt G — Ng(x) in
mindestens zwei Komponenten, wobei die eine Komponente
nur aus dem Knoten x besteht.
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Planare Graphen

Um das Theorem von Kuratowski zu beweisen:

@ Zeige, dass jeder nicht-planare Graph einen Kuratowski-
Teilgraphen enthilt.

@ Die andere Richtung ist klar, da wir bereits gezeigt haben,
dass Ks und K33 nicht planar sind.
Es reicht zu zeigen: Jeder minimal nicht-planare Graph enthilt
einen Kuratowski-Teilgraphen.
Wir zeigen:
@ Jeder minimal nicht-planare Graph G, der keinen Kuratowski-
Teilgraphen enthilt, ist 3-zusammenhiangend, also x(G) > 3.

@ Jeder 3-zusammenhingende Graph, der keinen Kuratowski-
Teilgraphen enthilt, ist planar.
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Planare Graphen

Lemma: Sei G ein minimal nicht-planarer Graph. Dann gilt
k(G) > 1, also ist G mindestens 1-zusammenhangend.

Beweis durch Widerspruch: Sei G ein minimal nicht-planarer Graph,
der nicht 1-zusammenhangend ist. Sei C eine Komponente von G.

Dann sind C und G — C planar, da sowohl C als auch G — C echte
Teilgraphen von G sind. (Minimalitdt von G)

Dann kann C in eine Flache von G — C gezeichnet werden. 4 [

Anmerkung: Die Aussage vom Lemma gilt auch fiir nicht-planare
Graphen, die nicht minimal sind: Durch Hinzufiigen von Kanten
wird der Zusammenhang nicht kleiner.
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Planare Graphen

Lemma: Sei G ein minimal nicht-planarer Graph. Dann gilt
k(G) > 2, also ist G mindestens 2-zusammenhangend.

Beweis durch Widerspruch: Sei G minimal nicht-planar und nicht
2-zusammenhangend, also x(G) = 1. Dann géabe es einen Knoten
v, so dass G — {v} in Komponenten Ci, ..., Cy zerfillt.

Jeder durch G; U {v} induzierte Teilgraph wére aufgrund der
Minimalitdt von G in die Ebene einbettbar, und zwar so, dass v
auf der duBeren Flache liegt. Fligen wir die Einbettungen bei v

zusammen, erhalten wir eine planare Einbettung von G. 4 ]
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Planare Graphen

Lemma: Sei G = (V, E) ein nicht-planarer Graph, seien x,y € V
Knoten und G — {x, y} nicht zusammenhingend. Dann gibt es
eine Komponente C von G — {x, y}, so dass der durch CU {x, y}
induzierte Teilgraph zusammen mit Kante {x, y} nicht-planar ist.

Beweis durch Widerspruch: Seien Cy, ..., C, die Komponenten von
G — {x,y} und sei G/ der durch C; U {x,y} induzierte Teilgraph
zusammen mit der Kante {x, y}.

Annahme: Gi,..., G, alle planar. Sei H; eine planare Einbettung
von G!. Dann kann die planare Einbettung H; von G/ in eine
Flache von H;_1 gezeichnet werden. 4 O
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Planare Graphen

Lemma: Sei G ein Graph, der unter allen nicht-planaren Graphen
ohne Kuratowski-Teilgraphen, die wenigsten Kanten hat. Dann gilt
k(G) > 3, also ist G mindestens 3-zusammenhingend.

Beweis durch Widerspruch: Seien x,y € V Knoten, so dass
G — {x,y} nicht zusammenh&ngend ist, also x(G) < 2. Seien
Ci, ..., Cx die Komponenten von G — {x, y}.

@ voriges Lemma: Fiir ein G ist der durch C; U {x, y} induzierte
Teilgraph H zusammen mit Kante {x, y} nicht planar.

@ aufgrund der Minimalitdt von G gilt: H enthalt einen
Kuratowski-Teilgraphen K.

@ weil G den Graphen K nicht enthalt: Kante {x, y} ist in K
und Kante {x,y} ist nicht in G.

@ sei (; # C; eine andere Komponte: Es existiert ein Weg P
zwischen x und y, der nur Knoten aus C; nutzt. (sonst ware
G nur 1-zusammenhéngend)
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Satz von Kuratowski

Fortsetzung:

Der Weg P zusammen mit den anderen Knoten und Kanten von K
ergibt einen Kuratowski-Teilgraphen in G. 4 [
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Satz von Kuratowski

Was wir bisher wissen: Der beziiglich der Kantenanzahl kleinste
nicht-planare Graph, der keinen Kuratowski-Teilgraphen enthilt, ist
3-zusammenhangend.

Wir zeigen jetzt: Jeder 3-zusammenhingende Graph ohne
Kuratowski-Teilgraph ist planar.

Damit ist dann der Satz von Kuratowski gezeigt.

Lemma: Sei G = (V/, E) ein Graph ohne Kuratowski-Teilgraph. Sei
Ge der Graph, der aus G durch Kontraktion einer beliebigen Kante
e = {x,y} € E entsteht. Dann enthilt auch G, keinen Kuratowski-
Teilgraphen. Oder einfacher: Durch Kantenkontraktion entsteht
kein Kuratowski-Teilgraph.
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Satz von Kuratowski

Beweis durch Widerspruch: G, enthalte einen Kuratowski-
Teilgraphen K. Sei v, der Knoten in G, der durch Kontraktion der
Kante e entsteht.

@ Knoten v, ist in K, denn sonst wire K ein Teilgraph von G. 4

@ Knotengrad degk(ve) > 2, da ein Kuratowski-Teilgraph eine
Unterteilung von Ks oder K33 ist.

Falls degk(ve) = 2 ist, dann wire K in G, weil v, durch x bzw. y

ersetzt werden konnte. 4

Ve [
X
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Satz von Kuratowski

Fortsetzung: Betrachte den Fall, dass degk(ve) > 3 gilt, und im
Graph G gelte degg(x) > degk(ve) oder degg(y) > degk(ve).

Dann ist K bereits in G enthalten, wenn v, durch x ersetzt wird
und y ein Unterteilungsknoten ist (oder anders herum).

N Y

Ein letzter Fall bleibt zu betrachten: degk(ve) > 3 und
degc(x) < degk(ve) sowie degg(y) < degi(ve).
Fiir degi(ve) = 3 miisste degg(x) < 2 und degg(y) < 2 gelten,

was nicht sein kann.
~e—— e o —
v >

e -7 X y
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Satz von Kuratowski

Fortsetzung:

Aufgrund der letzten Bemerkung konnen wir degyx(ve) > 4
annehmen.

Da der K33 keinen Knoten vom Grad 4 besitzt, kann K nur ein
Unterteilungsgraph des Ks sein.

Dann gilt degg(x) = 3 und degg(y) = 3, und in diesem Fall wiirde
G den K33 als Unterteilungsgraph enthalten. 7
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Satz von Kuratowski

Lemma: Jeder Graph G = (V, E) mit |V| > 5, k(G) > 3, enthilt
eine Kante e € E, so dass k(G.) > 3 gilt, wobei G, aus G durch
Kontraktion der Kante e entsteht.

Beweis durch Widerspruch: Fiir jede Kante e € E sei v, der
Knoten in Gg, der durch Kontraktion der Kante e entsteht, und es
gelte k(Ge) < 2.

Da Gg nicht 3-zusammenhangend ist, muss es einen Knoten

ze € V geben, so dass G, — H fiir H = {ve, z.} nicht
zusammenhangend ist. H muss Knoten v, enthalten, da sonst H
bereits ein Separator fiir G ware.

Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Spezielle Graphklassen 697 / 1138



Satz von Kuratowski

Fortsetzung: Fiir jede Kante e = {x,y} € E sei z, € V der
Knoten, so dass Ge — {Ve, ze} und damit auch G — {x, y, z.} nicht
zusammenhangend sind.

Wahle eine Kante e = {x, y}, so dass die groBte Komponente C
von G — {x,y, ze} entsteht. Sei C’ eine andere Komponente von
G — {Xa Y, Ze}'

Dann muss eine Kante f zwischen z. und einem Knoten v € C’
existieren, sonst ware bereits {x, y} ein Separator in G.

analog: x und y haben jeweils Nachbarn in C und C’.
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Satz von Kuratowski

Fortsetzung: Aufgrund unserer Annahme gilt auch fiir f = {z., u},
dass G — {z, u, z¢} nicht zusammenhingend ist.

Betrachte den durch C U {x, y} induzierten Teilgraphen H. Es gilt:
H ist zusammenhangend und bleibt es auch dann, falls Knoten z¢
entfernt wird. Sonst wire G — {ze, z¢} nicht zusammenhéngend,
aber G ist 3-zusammenhingend nach Voraussetzung.

Also ist G — {ze, u, zr} nicht zusammenhingend, enthilt aber eine
groBere Komponente als C. 4 O
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Satz von Kuratowski

Nach diesen Vorarbeiten, konnen wir den Satz von Kuratowski
beweisen.

Betrachte einen beziiglich der Kantenanzahl kleinsten
nicht-planaren Graphen G, der keinen Kuratowski- Teilgraphen
enthalt.

Fiir eine Kante e = {x, y} enthilt auch G, keinen Kuratowski-
Teilgraphen, ist aber planar, da G, weniger Kanten als G hat.

Betrachte eine planare Einbettung von G.. Wenn alle Kanten aus
Ge entfernt werden, die inzident zu ve sind, dann ist der
entstandene Graph immer noch planar und eine der Fliachen
enthalt Knoten ve. Sei C der Kreis, der diese Fliche begrenzt.

Die Knoten auf C sind genau die Nachbarn der Knoten x und y in
G. Wir bezeichnen die Nachbarn von x auf C im Uhrzeigersinn mit
X1, ..., Xxr. Weil K(G) > 3 ist, gilt degg(x) > 3, also r > 2.
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Satz von Kuratowski

Fall 1: Die Nachbarn von y liegen alle zwischen zwei direkt
aufeinanderfolgenden x; und Xj mod r+1 auf C; im folgenden
Beispiel (linkes Bild) zwischen x, und xj.

X9 .. X9 ...

Xy Xr Ys=X1 Xr=Y1

Ys Yo Y1 Ys-1 - ¥s Y2

Dann erhalten wir eine planare Einbettung fiir G. 4

Fall 2: Das gleiche Argument gilt, falls in dieser Situation hochstens
zwei Nachbarn von x auch Nachbarn von y sind. (rechtes Bild)
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Satz von Kuratowski

Fall 3: Drei Nachbarn von x sind auch Nachbarn von y. Dann
bilden diese Knoten zusammen mit den Knoten x und y einen
Unterteilungsgraphen vom Ks. 4

.

\]
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Satz von Kuratowski

Fall 4: Nicht mehr als zwei der Nachbarn von y sind auch Nachbarn
von x, und nicht alle Nachbarn von y liegen zwischen einem direkt
aufeinanderfolgendem Paar x; und X; mod r+1 von Nachbarn von x.

Dann enthilt G einen Unterteilungsgraphen vom K3 3. / O

Damit ist der Satz von Kuratowski bewiesen.
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Erkennen von planaren Graphen

Aus dem Satz von Kuratowski ergibt sich ein Planaritatstest:

@ kontrahiere Kanten, die zu einem Knoten mit Grad zwei
inzident sind

Pan DS

@ iiberpriife im kontrahierten Graphen alle 5- bzw. 6-elementigen
Teilmengen darauf, ob sie einen Ks oder K33 bilden

Anmerkungen:

@ Laufzeit ist polynomiell aber nicht effizient.

@ Nur Planaritatstest, liefert keine planare Einbettung.
o Effiziente Algorithmen:
@ Path-Addition-Algorithmus von Hopcoft und Tarjan
Realisierung in linearer Zeit mittels Datenstrukur PQ-Baume
o Vertex-Addition-Algorithmus von Lempel, Even, Cederbaum
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Knotenfarbung planarer Graphen

Satz: Jeder planare Graph kann mit sechs Farben gefarbt werden.

Beweis: Es gibt einen Knoten v mit Knotengrad hochstens 5.

@ Wir berechnen eine Farbung fiir G — {v} mit 6 Farben.

@ AnschlieBend fiigen wir v mit den dazu gehérenden Kanten
wieder ein.

Da der Knoten v in G hochstens 5 Nachbarn hat, ist noch eine
Farbe fiir v frei. O

Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Spezielle Graphklassen 705 / 1138



Knotenfarbung planarer Graphen

Satz: Jeder planare Graph kann mit fiinf Farben gefarbt werden.
Beweis: Betrachte eine Einbettung von G in die Ebene.

Fall 1: Wenn ein Knoten v mit Knotengrad héchstens vier in G
exisitert, dann farben wir G — {v} mit 5 Farben und fiigen Knoten
v mit den dazu gehorenden Kanten wieder ein.

Da Knoten v nur maximal vier Nachbarn hat, ist noch eine Farbe
fiir Knoten v frei.

Fall 2: Alle Knoten haben mindestens den Grad fiinf. Sei v ein
Knoten mit Grad fiinf. Auch hier berechnen wir zunichst eine
Farbung von G — {v} mit 5 Farben.

Falls die Nachbarn von v mit nur vier verschiedenen Farben gefarbt
sind, kann v mit den dazu gehérenden Kanten eingefiigt und mit
der verbleibenden freien Farbe gefarbt werden.
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Knotenfarbung planarer Graphen

Seien nun also die Nachbarn wq, ..., ws von v mit fiinf
verschiedenen Farben gefarbt, dabei sei w; mit Farbe i gefarbt.

Falls wy und wy in dem durch die Knoten mit Farben 1 und 4
induzierten Teilgraphen H in verschiedenen Komponenten H; und
H, liegen: Vertausche in H; die Farben 1 und 4, farbe v mit Farbe
1 und fiige v mit den dazu gehorenden Kanten wieder ein.

Falls wy; und wy in H verbunden sind,

ot et betrachte den durch die Knoten mit

: 5o . Farben 2 und 5 induzierten Teilgra-

2.5 ,"2 :h4 phen H'. Die Knoten w, und wsg
.5 .V .. . kénnen in H' nicht verbunden sein.

Ve e L8 Vertausche die Farben 2 und 5 in der

N Komponente von w» in H'. Firbe v

“.____ 5 -2 mit Farbe 2 und flige v mit den dazu

2 e gehorenden Kanten wieder ein. ]
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Knotenfarbung planarer Graphen

Satz: Jeder planare Graph kann mit vier Farben gefarbt werden.

Dieser Satz wurde 1852 von Augustus de Morgan formuliert.
Alfred Kempe liefert 1879 den ersten ,,Beweis".

1890 fand Percy Heawood einen Fehler in Kempes Beweis.

e & ¢ ¢

1977 wurde der Satz von Appel und Haken bewiesen.
@ riesige Anzahl von Fallunterscheidungen nétig
o Fallunterscheidungen wurden durch Computer geldst
o daher bei einigen Mathematikern umstritten

(]

1995 geben Robertson, Sanders, Seymour und Thomas einen
wesentlich kiirzeren Beweis, allerdings werden immer noch
Computer genutzt.

Es ist auch fiir planare Graphen NP-vollstindig, zu entscheiden, ob
drei Farben zur Knotenfarbung ausreichen.
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3-Knotenfarbung ist NP-vollstandig

3-Knotenfarbung ist in NP:
@ Bestimme fiir Graph G = (V/, E) nicht-deterministisch eine
Zuordnung f : V — {1,2,3} von Farben zu Knoten.
@ Priife fiir jede Kante {u,v} € E, ob f(u) # f(v) gilt.
3-KNF-SAT <, 3-Knotenfarbung
@ Gegeben: Boolesche Formel F = CG; A ... A Cpy in KNF iiber

Variable x1, ..., x,; jede Klausel C; enthalte nur drei Literale.

@ Aufgabe: Erstelle Graph Gg, der genau dann 3-firbbar ist,
wenn F erfillbar ist.

@ ldee: Eine Belegung der Variablen muss durch eine 3-Farbung
des Graphen erzeugt werden.
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3-Knotenfarbung ist NP-vollstandig

Erzeuge einen Kreis der Lange drei mit Knoten T,F und N.

Erzeuge fiir jede Variable x; zwei Knoten v; und —v;. Ordne die
Knoten v;, =v; und N in einem Kreis der Lange drei an.

Wird v; mit T gefarbt, dann muss —v; mit F gefarbt werden und
umgekehrt. Eine 3-Farbung entspricht also einer Belegung der
Variablen.
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3-Knotenfarbung ist NP-vollstandig

Erzeuge fiir jede Klausel C; = (a VvV bV ¢) einen OR-Gadget-Graph:

Eigenschaften:

o Falls a, b, c alle mit F gefarbt sind, muss der Ausgang auch
mit F gefarbt werden.

o Falls ein Knoten aus a, b, ¢ mit T gefarbt ist, kann der
Ausgang auch mit T gefarbt werden.

Der Ausgang eines OR-Gadget-Graphen wird mit den zentralen
Knoten N und F jeweils durch eine Kante verbunden.
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3-Knotenfarbung ist NP-vollstandig

Beispiel: F = (vVwVx)A(-xVyV-z)
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3-Knotenfarbung ist NP-vollstandig

Falls F erfiillbar ist, dann ist GF mit drei Farben farbbar:

o Falls x; mit true belegt ist, dann farbe v; mit T und —v; mit F.

@ In jeder Klausel C; = (aV bV ¢) ist mindestens ein Literal
a, b, c mit T gefarbt.

@ Daher kann der entsprechende OR-Gadget-Graph von C; mit
drei Farben gefarbt werden, so dass der Ausgang mit T
gefarbt ist.

Falls GF mit drei Farben farbbar ist, dann ist F erfillbar:

@ Wenn v; mit T gefarbt ist, dann belege x; mit true, sonst mit
false. So erhalten wir eine zuldssige Belegung der Variablen.

o Fiir jede beliebige Klausel C; = (aV bV ¢) gilt: Nicht alle
Literale a, b, c konnen mit F gefarbt sein, denn dann miisste
der Ausgang mit F gefarbt werden, aber der Ausgang ist mit

den Knoten N und F verbunden!
Effiziente Algorithmen Graphalgorithmen :: Spezielle Graphklassen 713 / 1138



4-Knotenfarbung ist NP-vollstandig

4-Knotenfarbung ist in NP:
@ Bestimme fiir Graph G = (V/, E) nicht-deterministisch eine
Zuordnung f : V — {1,2,3,4} von Farben zu Knoten.
@ Priife fiir jede Kante {u,v} € E, ob f(u) # f(v) gilt.

3-Knotenfarbung <, 4-Knotenfarbung

@ Gegeben: Graph G = (V,E)
o Aufgabe: Erstelle Graph G’ = (V’, E’), der genau dann
4-farbbar ist, wenn G 3-farbbar ist.

@ l|dee: Fiige einen neuen Knoten x hinzu und verbinde x mit
jedem Knoten aus V durch eine Kante, also V' = V U {x},
E'=EU{{x,v}|veV}L

Aufgrund dieser Idee gilt allgemein: k-Farbung ist NP-vollstandig.
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Ubersicht
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Ubersicht

Vorrangwarteschlangen

@ Motivation
@ Linksbdume
@ Binomial-Queues

@ Fibonacci-Heaps
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Motivation

Die Algorithmen von

@ Dijkstra zur Berechnung kiirzester Wege sowie

@ Prim zur Berechnung minimaler Spannbaume

verwenden eine Datenstruktur zum Speichern von Knoten mit
Operationen ExtractMin und DecreaseKey.

Wir kennen drei mogliche Implementierungen:

| | Array | Linked List | Binary Heap |
ExtractMin || ©(n) ©(n) O(log n)
DecreaseKey || ©(1) O(1) O(log n)

DecreaseKey setzt voraus, dass jeweils ein Zeiger auf jedes
Element vorhanden ist, um das Element effizient zu finden, um
also keine Zeit mit Suchen zu verschwenden.
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Motivation

Zugriffsmethoden: (komplett)

] H Linked List \ Binary Heap ‘

MakeHeap o(1) o(1)
Insert o(1) O(log n)
Minimum O(n) o(1)
ExtractMin O(n) O(log n)
Union o(1) ©(n)
DecreaseKey O(1) ©(log n)
Delete (1) O(log n)

@ Auch bei Delete muss das Element direkt zugreifbar sein.

@ Lassen sich Vorteile der verketteten Listen und Heaps
vereinigen?
@ Konnen die rot markierten Laufzeiten verbessert werden?
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Priority Queues

Folgende Operationen muss eine Priority Queue unterstiitzen:

)

)

)

MakeHeap () erzeugt einen neuen Heap ohne Elemente.
Insert (H, x) fiigt Knoten x in Heap H ein.

Minimum(H) liefert einen Zeiger auf den Knoten mit
minimalem Element im Heap H.

ExtractMin(H) entfernt das minimale Element aus Heap H
und liefert einen Zeiger auf den Knoten.

Union(Hi, Hy) erzeugt einen neuen Heap, der die Elemente
aus Hy und H, enthilt.

DecreaseKey (H, x, k) *) weist dem Knoten x im Heap H
einen neuen, kleineren Wert k zu.

Delete(H, x)™*) entfernt Knoten x aus Heap H.

(*) Der Zeiger auf x muss bekannt sein, um Suchen zu vermeiden.
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Ubersicht

Vorrangwarteschlangen

@ Motivation
@ Linksbdume
@ Binomial-Queues

@ Fibonacci-Heaps
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Linksbaume

Ein Baum mit N + 1 Blattern und N inneren Knoten ist balanciert,
wenn jedes Blatt eine Tiefe aus O(log(N)) hat.

Implementierung von Priority-Queues: Es reicht eine wesentlich
schwachere Forderung, um obige Operationen in der vorgegebenen
Zeit auszufiihren.

Linksbdume (leftist trees) sind binare, heap-geordnete,
links-rechts-geordnete Baume, die in ihren inneren Knoten
Elemente mit Schliisseln speichern.

In unseren Abbildungen sind die Blatter nicht gezeichnet.
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Linksbaume

Beispiel:

Distanz 2
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Linksbaume

Eigenschaften:

@ Der Schliisselwert eines Knoten ist immer kleiner als die
Schliisselwerte aller seiner Kinder: Min-Heap!
@ Jeder Knoten besitzt einen Distanzwert.
o Blatter: Der Distanzwert ist 0.
o Innere Knoten: Distanzwert des rechten Kindes plus 1.
@ Distanzwert rechtes Kind < Distanzwert linkes Kind.
@ Aufgrund der letzten Bedingung hat der Linksbaum seinen
Namen: Der Baum , hdangt" nach links, er ist links tiefer als
rechts.

Wir werden zeigen: Sei w ein Knoten mit dist(w) = k. Dann
enthilt der Teilbaum mit Wurzel w mindestens 2€ Knoten.

Daher gilt: In einem Linksbaum hat das rechteste Blatt eine Tiefe
von héchstens O(log(N)).
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Linksbaume

Lemma: Sei w ein Knoten mit dist(w) = k. Dann enthilt der
Teilbaum mit Wurzel w mindestens 2% Knoten.

Beweis mittels vollstandiger Induktion:

ILA. Fiir dist(w) = 0 gilt: w ist ein Blatt und der Teilbaum mit
Waurzel w besteht aus 2° = 1 Knoten. v/

[.S. Der Knoten w habe den linken Nachfolger w; und den rechten

Nachfolger w,.
Dann gilt k = dist(w) = dist(w,) + 1

und dist(w;) > dist(w,) nach Definition.
disti) =k-1 Damit haben die Teilbdume mit den
Wurzeln w; und w, nach |.V. mindestens
2k=1 Knoten.

Der Teilbaum mit Wurzel w enthilt also
mindestens 2k—1 4 2k—1 — 2k Knoten. v/

dist(w) =k
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Linksbaume

MAKEHEAP(): Erzeuge ein Blatt mit Distanzwert 0.
— Laufzeit: O(1)

MINIMUM(D): Gib das Wurzel-Element zuriick.
— Laufzeit: O(1)

Alle anderen Operationen lassen sich auf das Verschmelzen von
zwei Linksbaumen zuriickfiihren!
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Linksbaume

UNION(Ds, Dy): rekursiv

@ Wenn D; oder D, ein Blatt ist, dann ist das Ergebnis der
Linksbaum D> bzw. Dj.

@ 0.B.d.A: Der Schliissel an Wurzel von D; ist kleiner als der
Schliissel an Wurzel von D, — sonst tausche Linksbaume.

(a) UNION(D;.RECHTS, D5)
(b) Ist die Distanz vom (neuen) rechten Teilbaum von D; groBer
als die Distanz vom linken Teilbaum von D;, dann werden die

Teilbdume von D; vertauscht.
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Linksbaume
UNION(A,B): Initial

A 2
(12 (7)
1 1
CEEN® ) @
1 1
(i (9 <)
1
19

— B3ume vertauschen
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Linksbaume

UNION(A,B): Bdume vertauscht

2

;

— verschmelzen von A.rechts und B
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Linksbaume

UNION(A,B): verschmelzen von A und B

A 1 B

2
(12

— B3ume vertauschen
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Linksbaume

UNION(A,B): Bdume vertauscht

A 2 B |
(12
1 1
(9 (13
1 1
(D (9
1

— verschmelzen von A.rechts und B

Effiziente Algorithmen Vorrangwarteschlangen :: Linksbiume 730 / 1138



Linksbaume

UNION(A,B): verschmelzen von A und B

A B 1

1

jetzt besteht A.rechts nur noch aus einem Blatt
— Ergebnis der letzten Rekursion:

2
®
1\1
©
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Linksbaume

UNION(A,B): vorlaufiges Ergebnis der zweiten Rekursion

Distanzwert rechts (neu) groBer als Distanzwert links
— vertausche die beiden Teilbdume
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Linksbaume

UNION(A,B): Ergebnis der zweiten Rekursion
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Linksbaume

UNION(A,B): vorlaufiges Ergebnis der ersten Rekursion

Distanzwert rechts (neu) groBer als Distanzwert links
— vertausche die beiden Teilbaume
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Linksbaume

UNION(A,B): Ergebnis der ersten Rekursion

Laufzeit: Ist beschrankt durch die Summe der Langen der beiden
Pfade von der Wurzel zum jeweils rechtesten Blatt. — O(log(N))
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Linksbaume

INSERT(D, x):

@ Erzeuge einen Linksbaum E, der nur einen einzigen inneren

Knoten x mit Distanz 1 hat.
e UNION(D, E)
— Laufzeit: O(log(N))

EXTRACTMIN(D):

o Entferne die Wurzel.

@ Verschmelze die beiden Teilbdume der Wurzel.

— Laufzeit: O(log(N))
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Linksbaume

DELETE(D, x):

@ Der Linksbaum zerfillt beim Entfernen von x in den oberhalb
von x liegenden Teilbaum und in den linken und rechten
Teilbaum.

@ Ersetze den Knoten x durch ein Blatt b.

@ Tausche ggf. b mit seinem Geschwister, um links den
Teilbaum mit groBerer Distanz anzuordnen.

@ Adjustiere die Distanzwerte von b bis zur Wurzel.
@ Verschmelze die drei Teilbaume miteinander.
— Laufzeit: O(log(N))

Warum? Das Adjustieren der Distanzen und das Vertauschen
von Teilbdumen auf dem Pfad zur Wurzel ist doch
proportional zur Héhe des Baumes, also ©(n), oder?
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Linksbaume

Beispiel: Im folgenden Ausschnitt eines Linksbaums wird Knoten y
geldscht.

L disto) =k L distx) = k L distx) = 1

(x)
delete(y)

AR/ AR

@ Zunichst werden die Teilbdume A und B vom zu léschenden
Knoten abgetrennt. Diese werden spater mittels UNION dem
Linksbaum wieder hinzugefiigt.

@ Da der Vorganger x einen nicht-leeren, rechten Teilbaum C
hat, miissen der linke und rechte Nachfolger von x getauscht
und die Distanz von x korrigiert werden.

o Korrigiere Vorgangerdistanzen, falls x rechter Nachfolger ist.
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Linksbaume

Wenn beim Korrigieren der Vorgangerdistanzen ein Knoten w
erreicht wird, der linker Nachfolger seines Vorgangers v ist, miissen
ggf. Teilbdume getauscht werden.

Dies erfolgt aber nur, wenn der rechte Teilbaum von v tiefer ist als
der linke. Setzt sich das Tauschen bis zur Wurzel fort, ist der Baum

bis w im Wesentlichen balanciert und hat nur logarithmische Tiefe.
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Linksbaume

DECREASEKEY (D, x, k):

o DELETE(D, x)

@ Andere den Schliissel von x auf k.
@ INSERT(D, x)

— Laufzeit: O(log(N))
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Linksbaume

Zusammenfassung
] H Linked List \ Binary Heap \ Linksbaum ‘
MakeHeap o(1) O(1) o(1)
Insert ©(1) O(log n) O(log n)
Minimum ©(n) o(1) o(1)
ExtractMin ©(n) O(log n) O(log n)
Union (1) ©(n) O(log n)
DecreaseKey (1) O(log n) O(log n)
Delete (1) O(log n) O(log n)
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Linksbaume

Ubung:
@ Fiigen Sie die Werte 1,2,3,4,5,6,7 in dieser Reihenfolge in
einen initial leeren Linksbaum ein.

@ Fiihren Sie anschlieBend EXTRACTMIN() und danach
DECREASEKEY(6, 1) aus.

@ Geben Sie nach jedem Schritt den resultierenden Linksbaum
an.

@ Kann ein Linksbaum zu einer linearen Liste entarten?
Begriinden Sie Ihre Antwort.
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Ubersicht

Vorrangwarteschlangen

@ Motivation
@ Linksbaume
® Binomial-Queues

@ Fibonacci-Heaps
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Binomial Heap

Binomialbdume sind heap-geordnete Baume, die in allen Knoten
Elemente mit Schliisseln speichern. (Min-Heap)

Ein Binomialbaum vom Typ

@ By besteht aus genau einem Knoten.

® Bji1, i > 0, besteht aus zwei Kopien der Binomialbdume vom
Typ B;, indem man die Wurzel der einen Kopie zum Kind der
Waurzel der anderen Kopie macht.

Ihren Namen verdanken die Binomial-Queues B, der Tatsache,
dass auf der Ebene i die Anzahl der Knoten gerade (l,‘) betragt.
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Binomial Heap
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Binomial Heap

Eigenschaften eines Binomialbaums vom Typ By:

Q@ By hat 2k Knoten und Héhe k.
© In Ebene / hat By genau (ll‘) viele Knoten.
© Teilbaume der Wurzel sind vom Typ Bx_1, Bx_>, ..., Bp.

Beweis: Induktion nach k. Fiir k = 0 gelten die Aussagen.

@ By entsteht, indem ein Bj_7 unter einen anderen By_;
gehangt wird, also gilt:
o Anzahl Knoten: 2k—1 4 2k=1 — 2k
o depth(By) = depth(Bxk_1) +1=(k—1)+ 1= k.
@ Sei D(k, i) die Anzahl der Knoten in Tiefe i von By. Da ein
Bk_1 unter einen anderen Bi_; gehdngt wird, gilt:
D(k,i) = D(k = 1,0)+D(k = 1,i=1) = (1) + (i) = (§)
© siehe Bild auf vorheriger Folie
o aus By und By entsteht Bj, also ein Teilbaum By
o aus B; und B; entsteht B,, also ein Teilbaum B; usw.
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Binomial Heap

Speichern von n Elementen: Die Anzahl der benétigten Biume
ist gleich der Anzahl der Einsen in der Binardarstellung von n. Sei
n=(dm-1...dp). Dann gilt:

Baum vom Typ B; wird bendtigt <= d; =1

Beispiel: Um n =13 = (1101)2 in einem Binomial-Heap zu
speichern, werden Baume vom Typ B3, By und By bendtigt.

Eine Menge von Baumen nennt man in der Graphentheorie (und
nicht nur da ©) einen Wald.
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Binomial Heap

Ein Binomial-Heap vom Typ D, ist die Reprasentation einer Menge
mit n Elementen durch Binomialbdume.

@ Binomial-Heaps werden auch Binomial-Queues genannt.

@ Die Anzahl der Baume ist hochstens log(n).

@ Die Wurzeln der Bdume werden in einer verketteten Liste
gespeichert.

MakeHeap () : Erzeuge eine neue, leere Wurzelliste.
— Laufzeit: ©(1)

Minimum(H) : Durchsuche die Wurzelliste.
— Laufzeit: ©(log(n))
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Binomial Heap

Union(Hi, Hy) : Vereinige die Bdume aus beiden Binomial-Queues
wie folgt:

@ Zwei Bdume vom Typ By ergeben einen Baum vom Typ B;.
@ Zwei Bdume vom Typ B; ergeben einen Baum vom Typ Bo.

@ usw. analog zur Addition zweier Dualzahlen

®im®i

— Laufzeit: ©(log(n+ m))

Effiziente Algorithmen Vorrangwarteschlangen :: Binomial Heap 749 / 1138



Binomial Heap

Insert (H,x): Vereinige H und den Baum vom Typ By, der den
Knoten x enthilt.

— Laufzeit: ©(log(n))
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Binomial Heap

ExtractMin(H):

@ Sei B;j der Baum, der das minimale Element in seiner Wurzel
speichert.

@ Sei D,_,; der Wald ohne Baum B;, unten griin markiert.

@ Sei D,;_; der Wald, wenn im Baum B; die Wurzel entfernt
wird, unten blau markiert.

= Vereinige D,_,; und D,;_;.

©® O] () ® O,
| o
Gy (9 © O O ® L etin ®& © (& © ©
J
@) ® ©@ © @ @ 0 @
@ @)

— Laufzeit: ©(log(n))
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Binomial Heap

DecreaseKey (H, x, k) :

@ Setze den Schliissel von Knoten x auf den Wert k.

@ UpHeap(H, x): Laufe im Baum hoch und vertausche den
Knoten mit seinem Vorganger, falls der Vorganger einen
groBeren Wert speichert.

— Laufzeit: ©(log(n))
Delete(H,x):

@ DecreaseKey(H, x, —00)

@ ExtractMin(H)

— Laufzeit: ©(log(n))
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Binomial Heap

Zusammenfassung

Linked | Binary Links- | Binomial
Operation List Heap baum Heap
MAKEHEAP o(1) O(1) o(1) o(1)
INSERT ©(1) | O(logn) | ©(logn) | ©(log n)
MINIMUM ©(n) o(1) O(1) O(log n)
EXTRACTMIN ©(n) | ©(logn) | ©(logn) | ©(log n)
UNION o(1) ©(n) | ©(logn) | ©(logn)
DECREASEKEY || ©(1) | ©(logn) | ©(logn) | ©(logn)
DELETE ©(1) | O(logn) | ©(logn) | ©(log n)
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Binomial Heap

Ubung:
@ Fiigen Sie die Werte 1,2,3,4,5,6,7 in dieser Reihenfolge in
einen initial leeren Binomial Heap ein.

@ Fiihren Sie anschlieBend EXTRACTMIN() und danach
DECREASEKEY(6, 1) aus.

@ Geben Sie nach jedem Schritt den resultierenden Binomial
Heap an.
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Ubersicht

Vorrangwarteschlangen

@ Motivation
@ Linksbdume
@ Binomial-Queues

@ Fibonacci-Heaps

Effiziente Algorithmen Vorrangwarteschlangen :: Fibonacci-Heap 755 / 1138



Fibonacci-Heap

Noch nicht zufriedenstellend beschleunigte Operationen:

@ INSERT
o DECREASEKEY
@ DELETE

Idee der Fibonacci-Heaps:

@ Verzichte beim Einfiigen und Loschen auf die Vereinigung der
Baume.

@ Hole dies erst bei EXTRACTMIN nach.

@ Vermerke nach jeder Operation das minimale Element.
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Fibonacci-Heap

Fibonacci-Heap:

@ Sammlung heap-geordneter Biume. (Min-Heap)
@ Struktur implizit durch erklarte Operationen definiert.

= Jede mit den bereitgestellten Operationen aufbaubare
Struktur ist ein Fibonacci-Heap.

Implementierung:

@ Die Wurzeln der Baume sind doppelt zyklisch verkettet.
o Zeiger auf das kleinste Element der Wurzelliste.

@ Kinder der Knoten ebenfalls doppelt zyklisch verkettet.
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Fibonacci-Heap

Beispiel:

MAKEHEAP(): Erzeuge leeren Fibonacci-Heap: NULL-Zeiger
— Laufzeit: ©(1)

MiNiMUM(H): Element, worauf Minimalzeiger zeigt.
— Laufzeit: ©(1)
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Fibonacci-Heap

UNION(Hi, Ha):

@ Hange die Wurzellisten von H; und H, aneinander.

@ Setze neuen Minimalzeiger auf Minimum der Minimalelemente
von H; und Hs.

— Laufzeit: ©(1)

Weiteres Implementierungsdetail: Jeder Knoten hat einen Rang
und ein Markierungsfeld.

@ Der Rang entspricht der Anzahl der Kinder.

@ Der Sinn des Markierungsfeldes wird bei DECREASEKEY
erklart.
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Fibonacci-Heap

INSERT(H, x):

@ Erzeuge einen Fibonacci-Heap H’, der nur x enthilt.
@ Der Rang von x ist 0, das Element ist nicht markiert.
@ Vereinige H und H' mit der Operation UNION.

v '
@ ™ - (@

— Laufzeit: ©(1)
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Fibonacci-Heap

EXTRACTMIN(H):

@ Entferne den Minimalknoten u aus der Wurzelliste und bilde
eine neue Wurzelliste durch Einhdngen der Liste der Kinder
von u an Stelle von u.

— Laufzeit ©(1), weil die Kinder zyklisch verkettet sind.

@ Consolidate: Verschmelze nun solange zwei Baume vom selben
Rang, bis die Wurzelliste nur noch Bdume mit paarweise
verschiedenem Rang enthilt.

@ Beim Verschmelzen (kein Union!) zweier Bdume B und B’
vom Rang /i entsteht ein Baum vom Rang / + 1.

o Ist das Element in der Wurzel v von B groBer als das Element
in der Wurzel v/ von B’, dann wird v ein Kind von v/ und das
Markierungsfeld von v wird auf nicht markiert gesetzt.

@ Aktualisiere auch den Minimalzeiger.

Laufzeit: O(n) im worst-case, aber amortisiert nur O(log(n)).

Effiziente Algorithmen Vorrangwarteschlangen :: Fibonacci-Heap 761 / 1138



Fibonacci-Heap

Beispiel:

extractMin

O—O—®—10—

Effiziente Implementierung des Consolidate-Schrittes:

@ verwende temporares Array: Element A[i] zeigt auf einen
Knoten x, so dass x die Wurzel eines Baums mit Rang i gilt.

@ durchlaufe die Wurzelliste beginnend beim min-Zeiger:

@ sei curr der Zeiger auf den aktuell untersuchten Knoten

o falls A[rang(curr)] == NULL ist, fiige curr hier ein

@ sonst: verschmelze die Bdume und fiige den neuen Baum bei

Position rang(curr) + 1 ein — evtl. Uberlauf behandeln
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Fibonacci-Heap

Consolidate: initial

o|1]2]|3
min
curr
/
% @) —O)—@—E
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Fibonacci-Heap

Consolidate: trage Baum mit Rang 1 in das Array ein

011|123
i curr
/

dann: setze Zeiger curr auf das nachste Element der Wurzelliste
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Fibonacci-Heap

Consolidate: trage Baum mit Rang 2 in das Array ein

2
|

N % (s

dann: setze Zeiger curr auf das nachste Element der Wurzelliste
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Fibonacci-Heap

Consolidate: trage Baum mit Rang 0 in das Array ein

of1]2]3

7 /W\A//\r @

OBNORORECEIENC) ()

dann: setze Zeiger curr auf das nachste Element der Wurzelliste
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Fibonacci-Heap

Consolidate: A[1] ist bereits belegt

also: verschmelze die Baume mit Wurzeln 7 und 17
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Fibonacci-Heap

Consolidate: A[2] ist bereits belegt — Uberlauf behandeln

o|1]2(3
| / -
% T
/L‘/ curr
14 4 4
( (53) (19) (20 13

—()—()

also: verschmelze die Baume mit Wurzeln 7 und 23
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Fibonacci-Heap

Consolidate: trage neuen Baum mit Rang 3 in das Array ein

0Ol 1[2]3
| |

curr

| @7@?
(2] () @) D

dann: setze Zeiger curr auf das nachste Element der Wurzelliste
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Fibonacci-Heap

Consolidate: A[0] ist bereits belegt

0]1])2]3
| . |
min / curr
4
( é 7 @ 43

also: verschmelze die Baume mit Wurzeln 19 und 42
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Fibonacci-Heap

Consolidate: trage neuen Baum mit Rang 1 in das Array ein

/ curr

'
~

dann: setze Zeiger curr auf das nachste Element der Wurzelliste
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Fibonacci-Heap

Consolidate: A[1] ist bereits belegt

also: verschmelze die Baume mit Wurzeln 19 und 43

Effiziente Algorithmen
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Fibonacci-Heap

Consolidate: trage neuen Baum mit Rang 2 in das Array ein

curr

( N 4

7 19

dann: setze Zeiger curr auf das nichste Element der Wurzelliste
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Fibonacci-Heap

Consolidate: Ende, denn curr zeigt wieder auf min

Laufzeit?
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Fibonacci-Heap

DECREASEKEY(H, x, k):

@ Trenne x von seinem Elter.

@ Verkleinere den Wert auf k.

@ Hange den heap-geordneten Baum in die Wurzelliste.
o Aktualisiere den Minimalzeiger.

— Laufzeit: ©(1)

Wie verhindern wir, dass die Bdume zu ,, diinn" werden, also
zuviele Knoten verlieren?
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Fibonacci-Heap

Es soll verhindert werden, dass mehr als zwei Kinder von seinem
Elter abgetrennt werden:

@ Beim Abtrennen eines Knotens p von seinem Elter v wird v
markiert.

@ War v bereits markiert, wird auch v von seinem Elter v/
abgetrennt und v/ markiert, usw.

@ Alle abgetrennten Teilbdume werden in die Wurzelliste
aufgenommen, die Markierungen der jeweiligen Wurzeln
werden geldscht.

Laufzeit:

@ O(log(n)) im worst-case
@ O(1) amortisiert
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Fibonacci-Heap

Beispiel:

decreaseKey(17, 5)
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Fibonacci-Heap

DELETE(H, x): Setze x auf einen sehr kleinen Schliissel mittels
DECREASEKEY und fiihre dann EXTRACTMIN(H) aus.

@ O(n) im worst-case

@ O(log(n)) amortisiert

Amortisierte Laufzeit:

@ Durchschnittliche, maximale Kosten einer Operation bei einer
beliebigen Folge von Operationen.

o |dee: Eine einzelne EXTRACTMIN-Operation kann zwar sehr
lange dauern, aber dann wird die Datenstruktur , aufgeraumt”
und die nachste Ausfiihrung dauert dann nicht so lange.
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Fibonacci-Heap

Zusammenfassung

Linked | Binary | Binomial | Fibonacci
Operation List*) | Heap®) | Heap™) | Heap(**)
MAKEHEAP O(1) o(1) o(1) o(1)
INSERT ©(1) | O(logn) | ©(logn) o(1)
MINIMUM ©(n) o(1) O(log n) O(1)
EXTRACTMIN ©(n) | ©(logn) | ©(logn) | O(log n)
UNION o(1) ©(n) O(log n) ©(1)
DECREASEKEY || ©(1) | ©(logn) | ©(log n) o(1)
DELETE ©(1) | O(logn) | ©(logn) | O(logn)

(*) worst-case-Laufzeit

(**) amortisierte Laufzeit

Effiziente Algorithmen

Vorrangwarteschlangen :: Fibonacci-Heap
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Fibonacci-Heap

Ubung:
@ Fiigen Sie die Werte 1,2,3,4,5,6,7 in dieser Reihenfolge in
einen initial leeren Fibonacci-Heap ein.

@ Fiihren Sie anschlieBend EXTRACTMIN() und danach
DECREASEKEY(6, 1) aus.

@ Geben Sie nach jedem Schritt den resultierenden
Fibonacci-Heap an.

Effiziente Algorithmen Vorrangwarteschlangen :: Fibonacci-Heap 780 / 1138



Ubersicht

e © © 6 © ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

Effiziente Algorithmen Suchbiume ::

Einleitung

Entwurfsmethoden

Sortieren

Auswahlproblem
Graphalgorithmen
Vorrangwarteschlangen
Suchbiume

Textsuche

Amortisierte Laufzeitanalysen
Algorithmische Geometrie

Randomisierte Algorithmen
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Ubersicht

Motivation
AVL-Baume
Rot-Schwarz-Biume
B-Baume

Splay-Baume

Tries
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Motivation

Bindre Suchbdume sind links-rechts-geordnete bindre Baume. Wir
implementieren die Knoten eines Bindrbaums wie folgt:

@ parent ist ein Verweis auf den Eltern-Knoten.
@ left zeigt auf das linke Kind, right auf das rechte.

@ Der Wert key enthélt den Schliissel, der in der Regel eine
natiirliche Zahl ist.

@ value speichert den eigentlichen Datensatz.

template <typename T>
struct Knoten {
int key;
T value;
Knoten x*xleft;
Knoten *right;
Knoten *parent;

}s
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Motivation

Suchbaum-Eigenschaft:
@ Fiir jeden Knoten y im linken Teilbaum von Knoten x gilt:
y.key < x.key

@ Fiir jeden Knoten y im rechten Teilbaum von Knoten x gilt:
y.key > x.key

Suchbdume unterstiitzen folgende Operationen:

Einfiigen (Insert)
Entfernen (Delete)
Suchen (Search)

Minimum/Maximum-Suche

e © ¢ ¢ ¢

Vorganger (Predecessor), Nachfolger (Successor)

Laufzeit aller Operationen ist proportional zur Hohe des Baums.
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Durchlauf-Ordnung

Aufgrund der Suchbaum-Eigenschaft konnen die Werte des Baums
nach Schliisseln sortiert ausgegeben werden. Dazu wird der Baum
in In-Order-Reihenfolge durchlaufen.

inorderTreeWalk(Knoten x)
if x # NIL
inorder TreeWalk(x.left)
report(x.value)
inorder TreeWalk(x.right)

Alternativen Methoden: Post-Order und Pre-Order.
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Durchlauf-Ordnung

In-Order-Durchlauf:

string Suchbaum<T>::inorder () A
if (root == nullptr)
return "--- leer ---";
return root->toString();

}

string Knoten<T>::toString() {
ostringstream os;

if (left != nullptr)

os << left->toString() << ",";
0os << value.toString();
if (right != nullptr)

0s << "," << right->toString();
return os.str();
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Suchen

Gegeben: ein Suchbaum T und ein Schliissel k
Gesucht: ein Knoten x mit Schlussel k

treeSearch(Knoten x, int k)
if (x =NIL) V (x.key = k)
return x
if k < x.key
return treeSearch(x.left, k)
return treeSearch(x.right, k)

Falls kein Knoten mit Schliissel k enthalten ist, soll das Ergebnis
der Suche NIL sein. Gibt es mehrere Knoten mit Schliissel k, so
wird einer dieser Knoten berichtet.
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Suchen

Knoten<T> * Suchbaum<T>::find(int key) {
if (root == nullptr)
return nullptr;
return root->find (key);

}
Knoten<T> * Knoten<T>::find(int key) {
if (this->key == key)
return this;
if (key < this->key) {
if (left == nullptr)
return nullptr;
return left->find(key);
} else {
if (right == nullptr)
return nullptr;
return right->find (key);
}
¥
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Minimum bestimmen

Das Minimum befindet sich links unten im Baum:

Knoten<T> * Suchbaum<T>::minimum() {
if (root == nullptr)
return nullptr;
return minimum(root);

}
Knoten<T> * Suchbaum<T>::minimum (Knoten<T> *t) {
while (t->left != nullptr)
t = t->left;
return t;
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Maximum bestimmen

Das Maximum befindet sich rechts unten im Baum:

Knoten<T> * Suchbaum<T>::maximum() {
if (root == nullptr)
return nullptr;
return maximum(root);

}
Knoten<T> * Suchbaum<T>::maximum (Knoten<T> *t) {
while (t->right != nullptr)
t = t->right;
return t;

Effiziente Algorithmen Suchbiume :: Motivation 790 / 1138



Vorganger/Nachfolger bestimmen

Direkten Vorganger bestimmen:

@ Gegeben: ein Suchbaum T und ein Schliissel k

@ Gesucht: der Knoten mit nachst kleinerem Schliissel

Wir gehen hier davon aus, dass kein Schliissel mehrfach vorkommt.

Algorithmus:

@ Zunachst missen wir einen Knoten x mit Schlissel k mittels
find () finden.

@ Wenn der gefundene Knoten x einen linken Teilbaum besitzt,
ist der Vorganger der maximale Wert des linken Teilbaums.

@ Sonst muss der Weg zur Wurzel durchlaufen werden, bis der
erste Schliissel gefunden wird, der kleiner als k ist.

Wird kein solcher Schliissel gefunden, dann ist k der kleinste
Schliissel im Baum und es gibt keinen Vorganger.
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direkten Vorganger bestimmen

Knoten<T> * Suchbaum<T>::pred(int key) {
Knoten<T> *n = find(key);

if (n == nullptr)
return nullptr;

if (n->left != nullptr)
return maximum(n->left);

n = n->parent;
while (n != nullptr) {
if (n->key < key)
return n;
n = n->parent;
}

return nullptr;
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direkten Nachfolger bestimmen

Knoten<T> * Suchbaum<T>::succ(int key) {
Knoten<T> *n = find(key);

if (n == nullptr)
return nullptr;

if (n->right !'= nullptr)
return minimum(n->right);

n = n->parent;
while (n != nullptr) {
if (n->key > key)
return n;
n = n->parent;
}

return nullptr;
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Einfiigen eines Elements

Beim Einfiigen eines Wertes val mit Schliissel key in den Baum
muss die Suchbaum-Eigenschaft erhalten bleiben. Wir gehen daher

wie folgt rekursiv vor:

@ Ist der Teilbaum leer, so wird ein neuer Knoten mit Wert val
und Schliissel key angelegt und als Wurzel des Teilbaums
gespeichert.

@ Andernfalls muss der neue Knoten entweder im linken oder im
rechten Teilbaum der Wurzel x eingefiigt werden.

o Falls key groBer ist als x.key, fiige den neuen Knoten im

rechten Teilbaum x.right ein.
@ Sonst flige den neuen Knoten im linken Teilbaum x.left ein.
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Einfiigen eines Elements

void Suchbaum<T>::insert(int key, T val) {
if (root == nullptr)
root = new Knoten<T>(key, val);
else root->insert (key, val);

void Knoten<T>::insert(int key, T val) {
if (key <= this->key) {
if (left != nullptr)
left->insert (key, val);
else left = new Knoten(key, val, this);
} else {
if (right != nullptr)
right->insert (key, val);
else right = new Knoten(key, val, this);
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Loschen eines Elements

Wir unterscheiden drei Falle: Wenn der zu entfernende Knoten

)

ein Blatt ist, dann kann das Blatt einfach geléscht werden.

Achtung: Beim Elternteil e das Loschen des entsprechenden
Nachfolgers e.left bzw. e.right nicht vergessen!

nur ein Kind besitzt, dann kann der Knoten durch dieses Kind
ersetzt werden.

Achtung: Anpassen des parent-Eintrags beim Kind nicht
vergessen!

zwei Kinder besitzt, suchen wir zunichst den direkten
Nachfolger des Knotens. Der direkte Nachfolger besitzt kein
linkes Kind. Wir ersetzen den Knoten durch seinen direkten
Nachfolger und entfernen den direkten Nachfolger wie oben
aus dem Baum.
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Loschen eines Elements

Fall 1: Der zu léschende Knoten ist ein Blatt
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Loschen eines Elements

Fall 2: Der zu léschende Knoten hat nur ein Kind.
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Loschen eines Elements

Fall 3: Der zu l6schende Knoten hat zwei Kinder.
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Variante

Blattsuchbdume: Die Werte werden nur in den Blattern des Baums
gespeichert. Innere Knoten enthalten nur ,, Wegweiser" fiir die
Suche, und zwar den maximalen Wert des linken Teilbaums.

Zusatzlich konnen alle Blatter doppelt verkettet werden. Dadurch
kdnnen Bereichsanfragen der Form ,,Welche Werte liegen zwischen
ki und k7" schnell beantwortet werden.

Beispiel: ky =5, ky =13

@ Suche den Wert ky: Die
Suche endet im Knoten
mit dem Wert 6.

@ Laufe die verkettete Liste
entlang, bis ein Wert > ko
erreicht wird, und gib alle
Werte auf diesem Weg aus.
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Ubung

@ Implementieren Sie einen Suchbaum mit folgenden Methoden:

o insert(T val) fiigt den Wert val in den Suchbaum ein.
@ bool contains(T val) sucht den Wert val im Suchbaum.
o string toString() liefert eine sortierte Ausgabe des Baums.

@ Schreiben Sie ein Programm zum automatischen Testen des
Suchbaums.

@ Fiigen Sie nacheinander 215 210 217~ 225 Zufjllige Werte
in den Suchbaum ein.

o Andert sich das Laufzeitverhalten, wenn die eingefiigten Werte
aufsteigend sortiert sind?
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Laufzeiten

Durch das Einfiigen von aufsteigend sortierten Werten entsteht ein
zu einer Liste degenerierter Baum.

Beim Einfiigen eines Wertes muss also immer bis ans Ende der
Liste gelaufen werden. Als Laufzeit erhalten wir daher:

n

T(n)=>)_i € O(n)

i=1
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Laufzeiten

Das Einfiigen von zufélligen Werten geht deutlich schneller. Beim
erfolgreichen Suchen eines Wertes werden so viele Vergleiche
bendtigt, wie der gesuchte Knoten von der Wurzel entfernt ist.

Die interne Pfadlange (internal path length) eines Baums ist:

E Distanz von Knoten v zur Wurzel

v

Wenn wir die interne Pfadldange durch die Anzahl der Knoten N im
Baum dividieren, so erhalten wir die durchschnittliche Anzahl der
benotigten Vergleiche.

Sei Cy die durchschnittliche interne Pfadlénge eines bindren
Suchbaums mit N Knoten. Dann gilt:

G =1

1
Cy = N—l-i—N Z (Ckfl‘i‘CN—k)
1<k<N
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Laufzeiten

Diff = 1 fiir alle N-1 Knoten
ungleich der Wurzel

N-k

Analog zu der Rekursionsformel von Quicksort gilt:

Cn € ©(NlogN)

Dividieren wir durch N so erhalten wir die durchschnittliche Anzahl
Vergleiche bei einer erfolgreichen Suche: ©(log )

Die Analyse einer erfolglosen Suche ist komplizierter, liefert aber
dieselbe asymptotische Laufzeitabschétzung.
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AVL-Baume

Ziel: Wir wollen auch im worst-case eine logarithmisch beschrankte
Laufzeit fiir das Suchen, Einfiigen und Léschen von Elementen. Die
Hohe des Suchbaums muss also auf O(log n) beschrankt werden.

Ein Suchbaum ist héhenbalanciert, wenn fiir jeden inneren Knoten
u gilt, dass sich die Hohe des rechten und linken Teilbaumes von u
hochstens um 1 unterscheidet. Solche Bdume werden auch
AVL-Bdume genannt, nach deren Entwicklern Adelson-Velskij und
Landis.

Der Balance-Wert ist definiert als Hohe des rechten Teilbaums
minus der Hohe des linken Teilbaums. Solange der Balance-Wert
an jedem inneren Knoten eines Baums gleich —1, 0 oder +1 ist, ist
der Baum ein AVL-Baum.
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AVL-Baume

Die Hohenbedingung stellt sicher, dass AVL-Baume mit n Knoten
eine Hohe aus O(log n) haben:

@ Hohe h = 0: minimale Knotenanzahl ist 1.

@ Hohe h = 1: minimale Knotenanzahl ist 2.

@ Einen AVL-Baum der Hohe h + 2 mit minimaler Knotenanzahl
erhdlt man, wenn man je einen AVL-Baum mit Hohe h+1

und Hohe h mit minimaler Knotenanzahl wie folgt zu einem
Baum der Hohe h + 2 zusammenfiigt:

h h+2
h+1
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AVL-Baume

DAY

Sei k(H;) die Anzahl der Knoten in Baum H; und sei F; die i-te
Fibonacci-Zahl. Dann gilt:

k(H))=1 > F,
k(Hi)=2 > F3
k(Hn):1+k(Hn 2)+k(Hn 1) > Fn+2

Ein AVL-Baum der Héhe h hat also wenigstens Fp. o Knoten. Aus
der Mathematik wissen wir: F, ~ 1.618"

Die Anzahl der Knoten in einem héhenbalancierten Baum wachst
also exponentiell mit der Héhe. — Ein AVL-Baum mit n Knoten
hat eine Hohe aus O(log n).
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AVL-Baume

Beim Einfiigen eines Wertes kann die Balance zerstort werden. Wir
gleichen das durch sogenannte Rotationen aus.

O, O, (2)

insert(1) rotateRight(4) e e

(2)

Je nachdem, ob der neue Knoten als linker oder rechter Nachfolger
eingefiigt wird, ist zuvor noch eine gegensatzliche Rotation
notwendig:

g -
insert(3) rotateLeft(2) rotateRight(4)
® ©)
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AVL-Baume

Rotationen kdnnen in konstanter Zeit ausgefiihrt werden, da nur
einige Zeiger ,,verbogen" werden miissen.

rotateRight(D)

R

rotateLeft(B) o

Wie werden nach einer Links-Rotation die Balance-Werte neu
berechnet? nBal steht fiir new Balance, oBal fiir old Balance.

nBal(B) = ht(c)— ht(a)
oBal(B) = ht(D) — ht(a)
= (14 max{ht(c), ht(e)}) — ht(a)
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AVL-Baume

Wir subtrahieren die zweite Gleichung von der ersten:

nBal(B) — oBal(B)
= ht(c) — (1 + max{ht(c), ht(e)}) + ht(a) — ht(a)

Die beiden letzten Terme heben sich auf, auBerdem addieren wir
oBal(B) auf beiden Seiten und stellen ein wenig um:

nBal(B) = oBal(B) — 1 — (max{ht(c), ht(e)} — ht(c))
Da max(x,y) — z = max(x — z,y — z) gilt, erhalten wir:
nBal(B) = oBal(B) — 1 — max{ht(c) — ht(c), ht(e) — ht(c)}
Da ht(e) — ht(c) = oBal(D) ist, erhalten wir also:

nBal(B) = oBal(B) — 1 — max{0, oBal(D)}
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AVL-Baume

Durch eine entsprechende Rechnung zeigt man:

nBal(D) = oBal(D) — 1 + min{nBal(B),0}

Fiir die Balance-Werte nach einer Rechts-Rotation gilt:

nBal(B) = oBal(B)+ 1 — min(oBal(D),0)
nBal(D) = oBal(D)+ 1+ max(nBal(B),0)

Durch die Rotationen konnen sich die Balance-Werte bei den
Vorganger-Knoten dandern. Daher miissen evtl. alle Knoten bis
hinauf zur Wurzel angepasst werden. Dies wird einfach beim
Abbau der Rekursion erledigt.
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AVL-Baume

bool Av1lTree<T>::insert(Node<T> *node, T wval) {
bool deeper = false;

if (val < node->value) {
if (node->left == nullptr) {
// if the node has no left child
// then make a mnew node

node->left = new Node<T>(val, node);
if (node->right != nullptr) {
node->balance = 0;
deeper = false;
} else {
node->balance = -1;
deeper = true;
}
} else {

// insert wal in left subtree recursively

Effiziente Algorithmen Suchbiume :: AVL-Biume 813 / 1138



AVL-Baume

deeper = insert(node->left, val);
if (deeper) A
node->balance -= 1;
if (node->balance == 0)
deeper = false;
if (node->balance == -2) {
if (node->left->balance == -1) {
rotateRight (node);
} else {

rotatelLeft (node->left);
rotateRight (node);

}
deeper = false;
}
}
}
} else ... // wal > node->value similarly

return deeper;
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Rot-Schwarz-Baume

Balancierte Bindrbdume, die im Gegensatz zu AVL-B3umen nur ein
zusatzliches Bit pro Knoten als Zusatzinformation bendtigen:

@ Jeder Knoten ist entweder rot oder schwarz.

@ Die Wurzel und die Blatter (NIL's) sind schwarz.

@ Wenn ein Knoten rot ist, dann ist sein Vorganger schwarz.

@ Jeder einfache, abwartsgerichtete Weg von einem Knoten x zu
einem Blatt hat die gleiche Anzahl schwarzer Knoten: bh(x).
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Rot-Schwarz-Baume

Satz: Ein Rot-Schwarz-Baum mit n inneren Knoten hat hdchstens
eine Hohe von h < 2 - log,(n+ 1).

|dee: Verschmelze die roten Knoten mit deren schwarzen Eltern.

10,12,14
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Rot-Schwarz-Baume

Dadurch erhalten wir einen balancierten Baum, dessen Knoten 2, 3
oder 4 Kinder haben. Dieser so entstandene Baum habe Hohe .

Dann gilt h > h/2, da hchstens jeder zweite Knoten auf einem
Weg von der Wurzel zu einem Blatt rot ist.

10,12,14

Ein Rot-Schwarz-Baum mit n inneren Knoten hat genau n+ 1 viele
Blatter. Der entstandene 2-3-4-Baum hat daher auch n+ 1 Blatter.
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Rot-Schwarz-Baume

Wie man in folgender Abbildung sieht, hat ein 2-3-4-Baum der
Hohe t mindestens 2t — 1 und hochstens % innere Knoten.

< 41

. h/
In unserem Fall gilt also 2" —1 < n =]

n>2"—1=n41>2" = logy(n+1)>H

Mit h' > h/2 gilt also: log,(n+1) > K > h/2.
Damit erhalten wir 2 - logy(n+ 1) > h.
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Rot-Schwarz-Baume

Einfiigen: (ldee)

o Fiige den Wert x in den Baum ein.
@ Farbe den neuen Knoten rot.
— Nur die Rot-Schwarz-Eigenschaft kann verletzt sein!

insert(15)

%7"3

Versuche durch umfarben von Knoten und rotieren von Teilbdumen

diese Verletzung hinauf zur Wurzel zu schieben.
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Rot-Schwarz-Baume

Wenn der Vorganger und dessen Geschwister beide rot gefarbt sind,
dann farbe beide Knoten schwarz und firbe den Vor-Vorganger rot.

umfirben

R /

Dadurch ist die Verletzung der Rot-Schwarz-Bedingung weiter zur
Wourzel gewandert und das Korrigieren ist bei dem Knoten mit
Wert 12 fortzusetzen.
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Rot-Schwarz-Baume

Nun bendtigen wir eine andere Strategie: Wir wollen den Baum so
rotieren, dass die schwarzen Knoten mit den Werten 4, 10, 14 und
20 auf einer Ebene im Baum liegen. Dazu fiihren wir zunichst eine
Rechtsrotation bei 16 aus, anschlieBend eine Linksrotation bei 8.

rotateRight(16)
Torateiignti o) e
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Rot-Schwarz-Baume

Nun die Linksrotation bei 8, anschlieBend noch die Knoten mit den
Werten 8 und 12 umfarben: fertig!

rotateLeft(8)
R S
und umfirben
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Rot-Schwarz-Baume

Eine solche Doppelrotation ist nicht immer notwendig. Im
folgenden Beispiel wird nur eine einfache Rotation durchgefiihrt.

insert(26) rotateLeft(16)

—_—
und umférben

\ I\

Ware der neue Knoten linker Nachfolger seines Vorgangers, z.B.
wenn wir den Wert 20 eingefiigt hatten, dann hatte zuniachst eine
Rechtsrotation bei 22 stattfinden miissen, bevor die Linksrotation
bei 16 durchgefiihrt wird.
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Rot-Schwarz-Baume

Implementierung:

Wenn noch kein Knoten gespeichert ist, wird ein neuer, schwarz
gefarbter Knoten als Wurzel eingefiigt; der Knoten hat keinen
Vorganger.

void RedBlackTree<T>::insert (T val) {

if (root == nullptr) {
root = new Node<T>(val);
root->col = BLACK;
return;

}

Ansonsten fiigen wir mittels der schon bekannten Methode insert
einen neuen, rot gefarbten Knoten in den Baum ein und miissen
anschlieBend die Rot-Schwarz-Eigenschaft wieder herstellen.
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Rot-Schwarz-Baume

Node<T> *x = insert(root, val);

while (x != root && x->parent->col == RED) {
Node<T> *p = x->parent; // parent of =z
Node<T> *gp = p->parent; // grandparent

if (p == gp->left) A
Node<T> *y = gp->right;

if (y !'= 0 && y->col == RED) {
// Fall 1

} else {
if (x == p->right)

// Fall 2+3
else // Fall 3
}
} else // analog, left/right wvertauscht
}
root->col = BLACK;

3
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Rot-Schwarz-Baume

Fall 1:

umfiarben
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Rot-Schwarz-Baume

Fall 2:

rotateLeft(A)
_—

AnschlieBend direkt weiter mit Fall 3.
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Rot-Schwarz-Baume

Fall 3:
rotateRight(C)
und umfarben
d
a b c d
c
a b

AnschlieBend ist die Transformation abgeschlossen. Es kdnnen
keine weiteren Verletzungen der Rot-Schwarz-Eigenschaft
vorhanden sein.
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Rot-Schwarz-Baume

Ubung:

@ Implementieren Sie einen AVL- und einen Rot-Schwarz-Baum,
die jeweils die Methoden insert, contains und toString
unterstitzen.

@ Schreiben Sie jeweils ein Programm zum automatischen
Testen des entsprechenden Suchbaums.

o Fiigen Sie nacheinander 215 210 217~ 225 Zufjllige Werte
in die Suchbdume ein und messen Sie die Laufzeiten.
Vergleichen Sie die Laufzeiten auch mit den Laufzeiten lhrer
Implementierung eines einfachen, nicht-balancierten
Suchbaums.

@ Wie andert sich das Laufzeitverhalten, wenn die eingefiigten
Werte aufsteigend sortiert sind?
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Ubersicht
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B-Baume

Wir beschranken uns nicht langer auf bindre Suchbdume. In dem
Beweis zur Tiefe von Rot-Schwarz-Baumen haben wir bereits einen
B-Baum der Ordnung 4 kennengelernt: den 2-3-4-Baum.

p[101] @[157] @ [206]

Y
[13 [27] [44 [49 [57 | [67 ] 71] [88 |90 | [115]116] [189[201] [213 [249[287]

Jeder innere Knoten eines 2-3-4-Baums hat mindestens 2 und
hochstens 4 Kinder.
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B-Baume

Ein B-Baum der Ordnung m hat folgende Eigenschaften:

o Alle Blatter befinden sich in gleicher Tiefe.

@ Alle inneren Knoten auBer der Wurzel haben mindestens
[m/2] Kinder. In einem nicht leeren Baum hat die Wurzel
mindestens 2 Kinder.

@ Jeder innere Knoten hat hochstens m Kinder. Ein Knoten mit
k Kindern speichert k — 1 Schliisselwerte.

@ Alle Schliisselwerte eines Knotens sind aufsteigend sortiert.
@ Seien kq,..., ks die Schliissel eines inneren Knotens. Dann
gibt es die Zeiger zg, z1, . . . , Zs auf die Kinder und es gilt:

o Zzg zeigt auf einen Teilbaum mit Werten kleiner als k.

o z firi=1,...,5s — 1 zeigt auf einen Teilbaum mit Werten

groBer als k; und kleiner als kjyq.
8 z; zeigt auf einen Teilbaum mit Werten groBer als ks.
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B-Baume

Suchen eines Elements:

Die Suche nach einem Schliissel k in einem B-Baum ist eine
natiirliche Verallgemeinerung der Suche in einem Suchbaum:

@ Man beginnt mit der Wurzel, die die Schliissel ki, ..., ks
speichert, und bestimmt den kleinsten Index i mit x < k;, falls
es ein solches i gibt. Ansonsten ist x groBer als der groBte
Schliissel k.

o Ist x = k;, dann wurde x gefunden.
o Ist x < k;, so wird die Suche bei z;_; fortgesetzt.
@ Ist x > k;, dann wird die Suche bei z; fortgesetzt.

Dies wird solange wiederholt, bis man x gefunden hat, oder an
einem Blatt erfolglos endet.

@ Die Suche nach dem kleinsten Index i mit x < k; kann mit
linearer Suche erfolgen.
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B-Baume

find(52)

p[101] @[157] @ [206]

[13]27 ][44 49 [57 | [67] 71 ] [88 [90 | [115]116] [189[201] [213 [249]287 |
52
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B-Baume

Einfiigen eines Wertes:

Bestimme zunachst mittels der Suche das Blatt, in dem der Wert
abgelegt werden muss. Wir unterscheiden zwei Fille:

o Fall 1: Das Blatt hat noch nicht die maximale Anzahl m — 1
von Schliisseln gespeichert.
Dann fiigen wir den Wert entsprechend der Sortierung ein.

insert(78)

p[101] @ [157] @ [206]

78

Y
[13 [ 27 ][44 49 [57 | [67 ] 71 [ 78] [88 [90 | [115]116] [189[201] [213 249 [287]
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B-Baume

o Fall 2: Das Blatt hat bereits die maximale Anzahl m — 1 von
Schliisseln gespeichert.

In diesem Fall ordnen wir den Wert wie im Fall 1 entsprechend
seiner GroBe ein und teilen anschlieBend den zu grof3
gewordenen Knoten in der Mitte auf. Das mittlere Element
wird in den Vorganger-Knoten eingefiigt.

Dieses Teilen wird solange langs des Suchpfades bis zur
Wourzel fortgesetzt, bis ein Knoten erreicht ist, der noch nicht
die maximale Anzahl von Schliisseln speichert, oder bis die
Wourzel erreicht wird.

Muss die Wurzel geteilt werden, so schafft man eine neue
Wurzel, die den mittleren Schliissel als einzigen Schliissel
speichert.
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B-Baume

insert(211)

p[101] @[157] @]206]

211

[13]27] [44 J49 [57 ] [67[71 [ 78] 88 [ 90] [115]116] [189]201] [211[213]249]287]

i

206 253 e

[13]27] [44 J49 [57] [67[71 [ 78] 88 ] 90] [115]116] [189] 201] [249[287]

Effiziente Algorithmen Suchbiume :: B-Biume 838 / 1138



B-Baume

Ein B-Baum der Ordnung m mit Héhe h hat die minimale
Blattanzahl, wenn seine Wurzel nur 2 und jeder innere Knoten nur
[m/2] viele Kinder hat. Daher ist die minimale Blattanzahl

Nenin = 2 - [m/2]72.

Die Blattanzahl wird maximal, wenn jeder innere Knoten die
maximal mégliche Anzahl von Kindern hat. Somit ist die maximale

Blattanzahl

Nmax = m".

Also gilt:
o h—1 h_
Nein =2 - [m/2] < n+1 < m" = Npax

und somit h <1+ Iog(mm(%l) und log,,(n+1) < h.
B-Baume sind also balanciert.
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B*-Baume

Fiir den Einsatz in Datenbanksystemen werden die B-Baume
geringfligig modifiziert:

@ Die Blatter werden zu einer linearen Liste verkettet.

@ Werte werden nur in den Blattern gespeichert.

@ Die inneren Knoten enthalten nur Hinweise: kleinster
Schliisselwert des rechten Teilbaums.

E0s |

of 6 Telii e w6 e[z[s] | e[ e][e[sie]ei]e]
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Splay-Baume

Splay-Bdume im Vergleich zu AVL- und Rot-Schwarz-Baumen:

@ Es sind keine zusatzlichen Informationen wie Balance-Wert
oder Farbe notwendig.

@ speicher-effizienter
o weniger Programmieraufwand

o Strukturanpassung an unterschiedliche Zugriffshaufigkeiten:
o Oft angefragte Schliissel werden in Richtung Wurzel bewegt.
@ Selten angefragte Schliissel wandern zu den Blattern hinab.

@ Die Zugriffshaufigkeiten sind vorher nicht bekannt.

Splay-Baume sind selbstanordnende Suchbdume: Jeder Schliissel x,
auf den zugegriffen wurde, wird mittels Umstrukturierungen zur
Wourzel bewegt. Zugleich wird erreicht, dass sich die Langen aller
Pfade zu Schliisseln auf dem Suchpfad zu x etwa halbieren.
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Splay-Baume

Die Splay-Operation: Sei T ein Suchbaum und x ein Schliissel.
Dann ist splay(T,x) der Suchbaum, den man wie folgt erhalt:

@ Schritt 1: Suche nach x in T. Sei p der Knoten, bei dem die
erfolgreiche Suche endet, falls x in T vorkommt.

Ansonsten sei p der Vorginger des Blattes, an dem die Suche
nach x endet, falls x nicht in T vorkommt.

@ Schritt 2: Wiederhole die folgenden Operationen zig,
zig-zig und zig-zag beginnend bei p solange, bis sie nicht
mehr ausfiihrbar sind, weil p Wurzel geworden ist.
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Splay-Baume

Fall 1: p hat den Vorganger q und q ist die Wurzel.

Dann fiihre die Operation zig aus: eine Rotation nach links oder
rechts, die p zur Wurzel macht.
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Splay-Baume

Fall 2: p hat den Vorgédnger q und den Vor-Vorginger r. AuBerdem
sind p und q beides rechte oder beides linke Nachfolger.

Dann fiihre die Operation zig-zig aus: zwei aufeinanderfolgende
Rotationen in dieselbe Richtung, die p zwei Ebenen hinaufbewegen.
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Splay-Baume

Fall 3: p hat Vorgénger q und Vor-Vorganger r, wobei p linker
Nachfolger von q und g rechter Nachfolger von r ist, bzw. p ist
rechter Nachfolger von q und q ist linker Nachfolger von r.

Dann fiihre die Operation zig-zag aus: zwei Rotationen in
entgegengesetzter Richtung, die p zwei Ebenen hinaufbewegen.
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Splay-Baume

Anmerkungen:
@ Kommt x in T vor, so erzeugt splay(T,x) einen Suchbaum,
der den Schliissel x in der Wurzel speichert.

@ Kommt x nicht in T vor, so wird der in der symmetrischen
Reihenfolge dem Schliissel x unmittelbar vorangehende oder
unmittelbar folgende Schliissel zum Schliissel der Wurzel.

Suchen: Um nach x in T zu suchen wird splay(T,x) ausgefiihrt
und x an der Wurzel gesucht.
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Splay-Baume

Einfiigen: Um x in T einzufiigen, rufe splay(T,x) auf. Ist x nicht
in der Wurzel, so fiige wie folgt eine neue Wurzel mit x ein.

o Falls der Schliissel der Wurzel von T kleiner als x ist:

splay(T,x) ¥ . einfiigen
—_

A

Dieses Vorgehen ist korrekt aufgrund obiger zweiter
Anmerkung: Kommt x nicht in T vor, so wird der in der
symmetrischen Reihenfolge dem Schliissel x unmittelbar
vorangehende oder unmittelbar folgende Schliissel zum
Schliissel der Wurzel.
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Splay-Baume

@ Falls der Schliissel der Wurzel von T groBer als x ist:

Dieses Vorgehen ist korrekt aufgrund obiger zweiter
Anmerkung.

Das Ausfiihren einer beliebigen Folge von m Such-, Einfiige- und
Entferne-Operationen, in der héchstens n-mal eingefiigt wird und
die mit dem anfangs leeren Splay-Baum beginnt, bendtigt
hochstens O(m - log(n)) Schritte, sieche Kapitel amortisierte

Laufzeitanalyse.
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Splay-Baume

Entfernen: Um x aus T zu entfernen, rufe splay(T,x) auf.

Ist x in der Wurzel, dann sei L der linke und R der rechte Teilbaum
unter der Wurzel.

Rufe splay(L, oo) auf. Dadurch entsteht ein Teilbaum mit dem
groBten Schliissel von L an der Wurzel und einem leeren rechten
Teilbaum. Ersetze den rechten leeren Teilbaum durch R.

Hinweis: Die Ausfiihrung der Operation splay(T,x) schlieBt
immer die Suche nach x ein.
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Splay-Baume

Ubung:
o Fiigen Sie nacheinander die Schliissel 1,2,3,4,5,6 und 7 in
einen anfangs leeren Splay-Baum ein.
@ Fuhren Sie anschlieBend eine Suche nach dem Schliissel 1 aus.

@ Geben Sie nach jedem Schritt den resultierenden Splay-Baum
an.
@ Welche Schritte sind schnell ausfiihrbar, welche dauern langer?
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Ubersicht

Motivation
AVL-Baume
Rot-Schwarz-Biume
B-Baume

Splay-Baume

Tries
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Tries

Digitale Suchbdume:

)

Ein Schliissel, der aus einzelnen Zeichen eines Alphabets
besteht, wird in Teile zerlegt.

Der Baum wird anhand der Schliisselteile aufgebaut: Bits,
Ziffern oder Zeichen eines Alphabets oder Zusammenfassung
der Grundelemente wie Silben der Lange k.

Eine Suche im Baum nutzt nicht die totale Ordnung der
Schliissel, sondern erfolgt durch Vergleich von Schliisselteilen.

Jede unterschiedliche Folge von Teilschliisseln ergibt einen
eigenen Suchweg im Baum.

Alle Schliissel mit dem gleichen Prafix haben in der Lange des
Préafixes den gleichen Suchweg. Digitale Suchbiume werden
daher auch Prafix-Bdume genannt.
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Tries

Trie kommt von dem Begriff Retrieval. Zur Unterscheidung von
.tree” und ,trie”, wird , trie" oft wie ,try" ausgesprochen.

Nina i i
Laura Linda Nadja Nancy e L e ® n
Siegfried Stanley
Nicole Simon Stefan
Simone

Suchen eines Wertes w = wiws ... w, in einem Trie:

@ Verzweige in Ebene i anhand des Zeichens w;.
@ Wert ist nicht gespeichert, falls Verzweigung nicht existiert.
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Tries

Problem: Wérter, die Prafix eines anderen Wortes sind, wie
Andrea/Andreas, Simon/Simone, Stefan/Stefanie usw.

@ Jeder Knoten hat einen value- und einen children-Eintrag.

@ value speichert einen Zeiger auf den zum Schliissel
gehorenden Eintrag.

@ children speichert die Zeiger auf Nachfolger.
Einfiigen eines Wertes w = wiwa ... w, in einen Trie:

@ Beginne an der Wurzel.
@ In Ebene j betrachte das Zeichen w;:
@ Falls kein Kind mit Namen w; vorhanden ist: Erzeuge ein Kind

mit Namen w;.
o Gehe zu Kind w; und fahre fort mit Ebene i + 1.
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Tries

Zunichst:

o Jeder children-Eintrag eines Tries vom Grad m ist ein
eindimensionaler Vektor mit m Zeigern.

@ Jedes Element im Vektor ist einem Zeichen oder einer
Zeichenkombination zugeordnet.

Beispiel: Knoten eines Tries mit Ziffern als Schliisselteilen.

[Po] Pi| Pa| P Paf Ps| Pe| Pr] Ps| Po]
b

@ Implizite Zuordnung von Ziffer/Zeichen zu Zeiger. p; gehort
zur Ziffer i. Tritt Ziffer i in der betreffenden Position auf, so
verweist p; auf den Nachfolgerknoten. Kommt i in der
betreffenden Position nicht vor, so ist p; mit NULL belegt.
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Tries

Beobachtungen:
@ Die Hohe eines Tries wird durch den langsten abgespeicherten
Schliissel bestimmt.

@ Die Gestalt des Baumes hingt von der Verteilung der
Schliissel ab, nicht von der Reihenfolge ihrer Abspeicherung.

@ Knoten, die nur NULL-Zeiger besitzen, werden nicht angelegt.

@ Schlechte Speicherplatzausnutzung aufgrund diinn besetzter
Knoten und vieler Einweg-Verzweigungen in der Nahe der
Blatter.

Losung: Realisierung als bindrer Baum oder mittels Hashing.
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Tries

Realisierung als bindrer Baum:

Speichere in jedem Knoten nur Verweise auf zwei Knoten:
Einen zum ersten Kind und einen zum Geschwister.

L
S °

e

g n

i Sven

Laura Linda Nadja Nancy e . i J n
Siegfried
Nicole Simon Stefan

Simone

Problem: Zugriff auf Kind mit bestimmten Namen nicht mehr in
konstanter Zeit moglich.
Effiziente Algorithmen
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Tries

Realisierung mittels Hashing:

@ Speichere nur Referenzen auf Eltern-Knoten.

@ Nutze Hash-Funktion, um zu einem Kind mit einem
bestimmten Namen zu gelangen.

@ Die GroBe der Hash-Tabelle richtet sich nach der GroBe des
Woérterbuchs.

N&heres dazu in: Volker Heun. Grundlegende Algorithmen. Vieweg
Verlag, 2003.
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Tries

Ubung:

@ Implementieren Sie einen Splay-Baum und einen Trie, die
jeweils die Methoden insert, contains und toString
unterstiitzen.

@ Schreiben Sie jeweils ein Programm zum automatischen
Testen des entsprechenden Suchbaums.

o Fiigen Sie nacheinander 215 210 217~ 225 Zufjllige Werte
in die Suchbdume ein und messen Sie die Laufzeiten.
Vergleichen Sie die Laufzeiten mit den Laufzeiten lhrer
anderen Implementierungen von Suchbdumen.

@ Andert sich das Laufzeitverhalten, wenn die eingefiigten Werte
aufsteigend sortiert sind?
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Ubersicht
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Effiziente Algorithmen Textsuche ::

Einleitung

Entwurfsmethoden

Sortieren

Auswahlproblem
Graphalgorithmen
Vorrangwarteschlangen
Suchbdume

Textsuche

Amortisierte Laufzeitanalysen
Algorithmische Geometrie

Randomisierte Algorithmen
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Ubersicht

Motivation
Rabin-Karp
Knuth-Morris-Pratt

Boyer-Moore

Suffix-Baume
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Textsuche

Gegeben: Ein Alphabet X sowie

@ einText T = totytr... th_1 €EXL* mit t; €
@ und ein Muster P = pop1p2 ... Ppm—1 € X* mit p; € L.

Gesucht: Eine Position x, so dass gilt: 0 < x < n— m und

tx = po, tx+1 = P1, txy2 =pP2,---5 bxtm-1 = Pm—1-
Beispiel:
T = "Fischers Fritze fischt frische Fische"
P = "sche"
Anwendungen:

@ Wird in Editoren oder in Unix-Werkzeugen wie grep zur
Verfligung gestellt.

@ In der Bio-Informatik werden kurze DNS-Sequenzen in langen
DNS-Sequenzen gesucht.
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Naiver Algorithmus

@ Lege das Muster, beginnend beim ersten Zeichen des Textes,
der Reihe nach an jedes Teilwort des Textes mit Lange m an.

@ Vergleiche zeichenweise von links nach rechts, ob eine
Ubereinstimmung zwischen Muster und Text vorliegt.

@ Abbruch, wenn das Muster gefunden oder das Ende des
Textes erreicht wurde.

Beispiel: Suche ,, sche" im Text ,,Fritz fischt Fische':

Fritz fischt Fische
s
s

sche
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Naiver Algorithmus

Code:

void search(char *t, char *p) {
int n = strlen(t);
int m = strlen(p);

for (int 1 = 0; i <= n - m; i++) {
int j = 0;
while (j < m && t[i+j] == p[jl)
j++;
if (j == m)
report (i);
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Naiver Algorithmus

Analyse:

@ best case: Immer der erste Vergleich liefert bereits einen
Mismatch, also sind ©(n) Vergleiche erforderlich.
@ worst-case: Betrachten wir bspw. den Text ,,0000000000001 "
und das Muster ,,000001".
@ Das Muster wird (n — m + 1)-mal verschoben.
o Es werden jeweils alle m Buchstaben des Musters verglichen.
Da der Text in der Regel wesentlich langer ist als das
Suchmuster, ergibt sich: (n—m+1)-m € O(n-m)

@ average case: Wieviele Zeichen vom Muster mit dem Text
verglichen werden, hdngt von der Haufigkeitsverteilung der
Buchstaben ab.

Effiziente Algorithmen Textsuche :: Motivation 866 / 1138



Naiver Algorithmus

average case: Sei h; die Wahrscheinlichkeit, mit der das j-te
Zeichen des Musters im Text auftritt. Bezeichne v die mittlere
Anzahl der Zeichenvergleiche pro Position i des Textes, also die
durchschnittliche Anzahl der Durchldufe durch die j-Schleife.

@ Das erste Zeichen des Musters p[0] wird immer verglichen.

@ In hg Fallen stimmt dieses erste Zeichen iiberein, so dass auch
noch das zweite Zeichen des Musters verglichen werden muss.

@ In h; Fallen von diesen Fallen stimmt auch das zweite Zeichen
tiberein, also absolut gerechnet in hg - h; Fallen, so dass auch
noch das dritte Zeichen des Musters verglichen werden muss
usw.

Als Formel fiir die Anzahl der Vergleiche v pro Textposition ergibt
sich also:

v=1+4+hy+hy-h1+...+hg-h1-... - hpo.
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Naiver Algorithmus

Sei h = max(hj) und es gelte h < 1: Es gibt also nicht nur ein
einziges Zeichen, das mit 100% Wahrscheinlichkeit auftritt. Die
Anzahl der Vergleiche l3sst sich dann unabhangig vom Muster
abschatzen durch

1
v=1+h+h+.  +ht<_—
1—nh
da die geometrische Reihe 1 + h+ h> + ... gegen ﬁ konvergiert.
Die Anzahl der Vergleiche insgesamt betrdgt somit
n—m+1

Der naive Algorithmus hat also im Durchschnitt lineare Laufzeit.

Deutsche Texte: ,,e" ist hdufigstes Zeichen mit Wahrscheinlichkeit
h = 0,174. Der naive Algorithmus fiihrt also im Durchschnitt
hochstens ﬁ = 1,21 Vergleiche pro Textzeichen durch.
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Verbesserung

Wir kdnnen den einfachen Algorithmus verbessern, indem wir
zuerst diejenigen Zeichen vergleichen, die mit der groBten
Wahrscheinlichkeit einen Mismatch verursachen.

Haufigkeiten der Buchstaben in deutschen Texten:

Buchstabe \ Haufigkeit ‘ ] Buchstabe \ Haufigkeit ‘
E 17,40% u 4,35%
N 9,78% L 3,44%
I 7,55% C 3,06%
S 7,27%
R 7,00% B 0,31%
A 6,51% J 0,27%
T 6,15% Y 0,04%
D 5,08% X 0,03%
H 4,76% Q 0,02%

Quelle: wikipedia (Buchstabenhaufigkeit)
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Verbesserung

Beispiel: Suchen wir das Muster , Text", so vergleichen wir
zunachst das , x", dann ,t" und zum Schluss das , e".

Analyse: analog zum naiven Algorithmus
@ Sind alle Zeichen gleich wahrscheinlich, so lassen sich keine
Vergleiche gegeniiber dem naiven Algorithmus einsparen.

@ Kommt im Muster ein sehr seltenes Zeichen vor, im deutschen
z.B. das ,,y" oder das ,,q"“, so wird im Mittel nur wenig mehr
als ein Vergleich pro Textzeichen durchgefiihrt.

Bei allen Algorithmen und Code-Beispielen in diesem Kapitel legen
wir den latinl-Zeichensatz, also 8-Bit-ASCII, zugrunde.
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Verbesserung

Code: Sei g = go, ..., gm_1 die Reihenfolge, in der die Buchstaben
des Musters verglichen werden sollen. Bei ,, Text" mit Reihenfolge

x, T, t, e ergibt sich gp =2, g1 =0, go =3 und g3 = 1.

void search(char *t, char *p) {
int n = strlen(t);
int m = strlen(p);

- m; i++) {

for (int i = 0; i <= n
int j = 0;
while (j < m && t[i+gl[jl] == plgljll)
jt+;
if (j == m)

report (i);

}
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Ubersicht

Motivation
Rabin-Karp
Knuth-Morris-Pratt

Boyer-Moore

Suffix-Baume
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Rabin-Karp

Anstatt alle m Zeichen des Musters an jeder Position des Textes zu
vergleichen, wird nur ein einziger Vergleich durchgefiihrt: vergleiche
die Signatur des Musters mit der Signatur des Textfensters.

Beispiel: Wir suchen wieder ,sche" in ,Fritz fischt Fische".

@ sig(’sche’) = ((’s? - 256+ ’c?) - 256 + ’h’) - 256 + ’e’ =
1935894629

@ Der Text wird in einer Pre-Processing-Phase umgerechnet:
Fritz fischt Fische

1181903220
1919513722
1769241120
1181315939
1769169768
19356894629
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Rabin-Karp

Damit der Wert der Signatur bei langen Mustern nicht zu groB
wird und moglichst noch in ein 32-Bit-Wort passt, beschranken wir
den Wert mittels der Modulo-Funktion auf die letzten 9 Stellen.

Dadurch kann aber eine Kollision entstehen: die Signaturen
stimmen iiberein, aber das Muster stimmt nicht mit der Textstelle
tiberein. In den Fallen, wo die Signaturen iibereinstimmen, muss
also zusatzlich noch stellenweise das Muster mit der Textstelle
verglichen werden.

Wir miissen daher zwei Anforderungen an die Signaturfunktion
stellen, damit das Verfahren effizient ist:
@ Kollisionen sollten moglichst ausgeschlossen sein.

@ Damit nicht bereits das Pre-Processing Zeit ©(n- m) benétigt,
muss sich die Signatur an Position i aus der Signatur an
Position i — 1 in konstanter Zeit berechnen lassen.
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Rabin-Karp

Bei obiger Signatur-Funktion kann aus dem Wert der vorigen
Position der neue Wert in konstanter Zeit berechnet werden:

sig(’Frit’) = 1935894629
sig(’ritz’) = (sig(’Frit’) — 'F’-256°)-256 + ’z’

Damit benétigt das Preprocessing nur Zeit O(n + m).

Analyse:

@ best case: O(n+ m), wenn das Muster direkt an der ersten
Textstelle gefunden wird.
@ worst case: O(n- m), wenn bspw. T = a" und P = a™.

@ average case: O(n+ m)
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Ubersicht

Motivation
Rabin-Karp
Knuth-Morris-Pratt

Boyer-Moore

Suffix-Baume
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Knuth-Morris-Pratt

Problem: Bei dem naiven Algorithmus wird dieselbe Textstelle
mehrfach inspiziert.

L osung: Setze das Muster nach einem Mismatch nicht um eine
Position, sondern so weit wie moglich nach rechts.

Beispiel:
Text: ...0010...
Muster: 0011 Mismatch an Pos. 3
verschiebe um 1: 0011 Mismatch an Pos. 1
verschiebe um 2: 0011 Mismatch an Pos. 0

= Verschiebe das Muster um 3 Positionen, wenn an der dritten
Stelle ein Mismatch auftritt.

Frage: Kann die Anzahl der Stellen, um die das Muster verschoben
werden darf, im Voraus berechnet werden?
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Knuth-Morris-Pratt

genauer: Wenn beim Vergleich des j-ten Zeichens im Muster mit
dem i-ten Zeichen im Text ein Mismatch auftritt, dann heif3t das:
@ Die zuletzt gelesenen j — 1 Zeichen im Text stimmen mit den
ersten j — 1 Zeichen des Musters (iberein,
@ und das gerade gelesene Zeichen im Text ist verschieden vom
j-ten Zeichen im Muster.

Aufgabe: Finde vom Anfangsstiick der Lange j — 1 des Musters

@ ein Endstiick maximaler Lange / ,
@ das ebenfalls Anfangsstiick des Musters ist.

Muster

Verschiebung
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Knuth-Morris-Pratt

Beispiel: Nachdem ein solcher Rand gefunden wurde, also ein
Endstiick der Lange /, das ebenfalls Anfangsstiick des Musters ist,
wird das Muster so verschoben, dass das (/ + 1)-te Zeichen des
Musters mit dem i-ten Zeichen des Textes verglichen wird, also
ji=1+1

Text: ...0110120101...

Muster: 0110101

Verschiebe: 0110101

1. T[i] = P[j]: erhdhe i und j, setze das Verfahren fort
2. T[] # P[j]:
@ Finde vom Anfangsstiick der Liange / des Musters

@ ein Endstiick maximaler Lange /'
o das ebenfalls Anfangsstiick des Musters ist ...
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Knuth-Morris-Pratt

Satz: Seien r und s Rander einer Zeichenkette x, wobei r kiirzer
sei als s. Dann ist r ein Rand von s.

Beweis:

Ist s der breiteste Rand von x, dann ergibt sich der nachst
breiteste Rand r von x als breitester Rand von s usw.

Auf dieser Idee basiert die folgende Vorverarbeitungsphase des
Algorithmus von Knuth-Morris-Pratt.
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Knuth-Morris-Pratt

Bezeichne next [j] die Position des Musters, mit der bei einem

Mismatch an Position j das Verfahren fortgesetzt wird.

Algorithmus zum Berechnen des next-Arrays:

i:=0
ji=-1
next[0] := -1
repeat

then i:=i+1
ji=j+1
next[i] := ]
else j := next([j]
until i > m

if (j = -1) or (P[] = P[i])

Effiziente Algorithmen

Textsuche :: Knuth-Morris-Pratt
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Korrektheit

Komplexer Beweis. Hier nur die Idee!

Behauptung: Wenn next[i] = j gesetzt wurde, dann ist j die
Lange des langsten, echten Endstiicks des Musters mit Lange 1,
das zugleich Anfangsstiick ist.

Induktionsanfang: i = 1
Es gilt next[1] = 0O, denn es gibt kein echtes Endstiick eines
Strings der Lange 1.

Induktionsvoraussetzung:
Die Werte next [1], ..., next[i] seien korrekt belegt, d.h. nach
der Zuweisung next [i] = j gilt die Behauptung.

Induktionsschluss: unterscheide 2 Falle
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Korrektheit

0110101 k| 0123456
i next[k]|-1000 1

Fall 1: P[i] = P[j]

Nach I.V. ist j die Lange des langsten, echten End- und
Anfangsstiicks bis Position /, also ist next [i+1] = j+1.

0110101 k| 0123456
i next[k]|-100012

Fall 2:P[i] '= P[] J

Vergleiche P[i] der Reihe nach mit next [j], next [next[j]]
usw., bis erstmals eine Ubereinstimmung gefunden wird oder der
Zeiger bei 0 angekommen ist. Sei j’ die Position, fiir die erstmals
eine Ubereinstimmung festgestellt wurde. Dann ist next [i+1] =
32 +1.

Effiziente Algorithmen Textsuche :: Knuth-Morris-Pratt 883 / 1138



Knuth-Morris-Pratt

Algorithmus:
i:=0
j:=20
repeat
if (j = -1) or (T[] = P
then i:=i+4+1
ji=j+1

else j := next[j]
until (i > n) or (j > m)

Knuth, Morris and Pratt: Fast pattern matching in strings. SIAM

Journal on Computing, 1977.
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Knuth-Morris-Pratt

Beispiel:
0110120110110101 0110101
0110101 -1000121
0110120110110101 0110101
0110101 -1000121
0110120110110101 0110101
0110101 -1000121
0110120110110101 0110101
0110101 -1000121
0110120110110101 0110101
0110101 -1000121
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Knuth-Morris-Pratt

Laufzeit: Die worst-case Laufzeit ist O(n + m).

@ Ist das next-Array bekannt, hat der Algorithmus die Laufzeit
O(n). Dies basiert auf folgenden Beobachtungen:
@ Die Variable j kann nur so oft vermindert werden, wie sie

zuvor erhoht wurde.
o Die Variable j wird immer zusammen mit i erhoht.
& Also wird j nur so oft erniedrigt, wie i erhdht wird.

@ Das next-Array kann in Zeit O(m) berechnet werden (analoge
Argumentation wie oben).
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Ubersicht

Motivation
Rabin-Karp
Knuth-Morris-Pratt

Boyer-Moore

Suffix-Baume
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Boyer-Moore

Beobachtung: Die Textsuche nach Knuth-Morris-Pratt nutzt
bisher erfolgreiche Vergleiche.

@ Wir haben schon bei der naiven Textsuche gesehen, das
Ubereinstimmungen bereits der ersten Buchstaben recht
selten sind.

@ Man konnte groBere Spriinge machen, wenn man das Wort
von rechts beginnend durchsucht.

Idee:

@ Das Muster P = pg, ..., pm—1 wird von links nach rechts
gegen den Text T = ty, ..., t,_1 verschoben,

@ aber der Vergleich laduft von p,,_1 nach pg.

Wie bei der verbesserten naiven Lésung kdnnte die Reihenfolge der
Vergleiche einen positiven Einfluss auf die Laufzeit haben.
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bad-character heuristic

Schlechtes-Zeichen-Strategie:

@ Bei einem Mismatch wird das Suchwort bis zum rechtesten

Vorkommen des aktuellen Textzeichens verschoben.

@ Ist das aktuelle Textzeichen nicht im Suchwort enthalten,
dann kann das Wort um seine volle Lange verschoben werden.

Beispiel: Wir suchen wieder ,sche" im Text.

Schulzes Fritz fischt Fische
sche I
sche
sche
sche
sche
sche
sche
sche
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bad-character heuristic

best-case: Jeweils beim ersten Vergleich wird ein Textzeichen
gefunden, das im Muster nicht vorkommt. — O(n/m) Vergleiche.

Bei normalen Texten kommt dies sehr oft vor, bei sehr kleinen
Alphabeten wie beim Suchen in DNS-Sequenzen leider nicht:
A(denin), G(uanin), T(hymin) und C(ytosin).

Pre-Processing: Berechne eine Tabelle deltal[c], die fiir jedes
Zeichen c des Alphabets das letzte Vorkommen des Zeiches im
Muster enthalt, bzw. -1, falls ¢ im Muster iiberhaupt nicht
vorkommt.

void initDeltal (char *p) {
for (int i = 0; i < 256; i++)
deltal[i] = -1;
for (j = 0; j < strlen(p); j++)
deltallp[jl]l = j;
}
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Einfache Version

Leider funktioniert die bad-character-Heuristik nicht immer.
Folgender Mismatch ergédbe eine Verschiebung nach links!

.. .abaababacba...
cabab
cabab

Damit das nicht passiert, wird das Muster bei einem Mismatch
mindestens um eine Position nach rechts verschoben.

Obwohl dieses einfache Verfahren eine worst-case-Laufzeit von
O(n- m) hat, z.B. fir T = a" und P = a™, hat es sich in der
Praxis bei normalen Alphabeten ausgezeichnet bewahrt.
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Einfache Version

void bmSimple (char *text, char *pattern) {

int i = 0;
int n = strlen(text);
int m = strlen(pattern);

initDeltal (pattern);
while (i <= n - m) {
int j = m - 1;

while (j >= 0 && text[i+jl==pattern([j])
j =1

if (j < 0) {
report (i);
i += 1;
} else i += max (1, j - deltalltext[i+jl]);

3
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Einfache Version

Fall 1: Wenn der Buchstabe x an Textposition i+j nicht im
Muster vorkommt, so ist deltal[’x’] = -1 und i wird im
Algorithmus um j+1 erhoht.
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Einfache Version

Fall 2: Wenn der Buchstabe x an Textposition i+j auch an
Position k im Muster vorkommt, dann ist deltal[’x’] = k und
wir miissen zwei weitere Fille unterscheiden:

Muster L [x [y
Verschiebung --

@ Wenn x links der Position j im Muster steht, dann wird i um

j—k erhoht, so dass beide Zeichen x beim nachsten Vergleich
untereinander stehen.

@ Andernfalls ergdbe sich eine Verschiebung nach links. Um dies
zu vermeiden, wird i im Algorithmus um 1 erhoht.
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good-suffix heuristic

Wenn die bad-character-Heuristik kein gutes Ergebnis liefert,
wollen wir das Muster nicht einfach um eine Position nach rechts
verschieben. Stattdessen leiten wir analog zum Algorithmus von
Knuth-Morris-Pratt die groBtmogliche Schiebedistanz aus der
Struktur des Musters ab.

.. .abaababacba...
cabab
cabab

Fall 1: Das Suffix ab war mit der Textstelle identisch. Das Muster
wird so weit nach rechts geschoben, bis das nachste Vorkommen
von ab im Muster auf die Textstelle ab ausgerichtet ist. Dann
beginnt der zeichenweise Vergleich wieder an der letzten Stelle des
Musters.
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good-suffix heuristic

oder als Grafik:

Text — -.... i-j

Muster - j

Verschiebung

Existiert ein solches Suffix nicht, dann kann das Muster um seine
ganze Lange verschoben werden.

Beispiel: Das Suffix ab stimmt iiberein. Es gibt im Muster aber
kein weiteres Vorkommen von ab. Daher kann das Muster hinter
das ab der Textstelle geschoben werden.

. ..abcababacba...
cbaab
cbaab
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good-suffix heuristic

Fall 2: Es kann sein, dass nur ein Endstiick des iibereinstimmenden
Suffix im Muster gefunden wird, und zwar am Anfang des Musters:

Text ..... | | .....
Muster 0 [ R
Verschiebung [ R

Beispiel: Das Suffix bab stimmt iiberein. Es gibt im Muster zwar
kein weiteres Vorkommen von bab, aber ein Suffix ab des Suffix
bab findet sich am Anfang des Musters.

.. .aabababacba...

abbab
abbab
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good-suffix heuristic

Verschiebe das Muster jeweils um die langere der drei Distanzen
aus bad-character- und good-suffix-Heuristik Fall 1 bzw. 2.

Ahnlich wie beim Verfahren von Knuth-Morris-Pratt hingen obige
Verschiebungen nur vom Muster ab und kdnnen daher bereits in
einer Pre-Processing-Phase berechnet und in einer Tabelle delta2
abgelegt werden.

R.N. Hoorspool® hat gezeigt, dass die delta2-Tabelle zur
Schnelligkeit des Algorithmus in der Praxis kaum etwas beitragt.

Der Zweck der zusatzlichen Tabelle ist es, Muster mit mehrfach
auftretenden Sub-Mustern optimal zu nutzen und eine Laufzeit des
Verfahrens von ©(n - m) im schlechtesten Fall zu vermeiden.

®R.N. Hoorspool. Practical fast searching in strings. Software-Practice and
Experience, 10:501-506, 1980.

Effiziente Algorithmen Textsuche :: Boyer-Moore 898 / 1138



Laufzeiten

@ Alle r Vorkommen eines Musters im Text werden in der Zeit
©(n + r - m) gefunden.

Wenn das Muster a” und der Text a" ist, sind also ©(n - m)
Vergleiche erforderlich.

Durch eine geringfiigige Modifikation des Algorithmus l3sst
sich die Anzahl der Vergleiche aber auch im allgemeinen Fall
auf O(n) begrenzen.

@ Ist das Alphabet groB im Vergleich zur Lange des Musters,
benétigt der Algorithmus im Durchschnitt O(n/m) Vergleiche,
weil die Bad-Character-Strategie haufig Verschiebungen um m
ergibt.

R.S. Boyer, J.S. Moore. A Fast String Searching Algorithm.
Communications of the ACM, (1977).
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Ubung

@ Implementieren Sie die naive Textsuche und die verbesserte
naive Textsuche.

@ Implementieren Sie die Textsuche nach Rabin-Karp,
Boyer-Moore und Knuth-Morris-Pratt.

@ Vergleichen Sie die Effizienz dieser Verfahren mit der Effizienz
des naiven oder des verbesserten naiven Algorithmus am
Beispiel einer groBen Textdatei und einiger Suchwérter.

Weitere Verfahren zur Textsuche finden Sie in: H.W. Lang.
Algorithmen in Java. Oldenbourg (2006).
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Ubersicht

Motivation
Rabin-Karp
Knuth-Morris-Pratt

Boyer-Moore

Suffix-Baume

Effiziente Algorithmen Textsuche :: Suffix-Biume 001 / 1138



Suffix-Baume

Suchen in statischen Texten: Wird haufig derselbe Text nach
verschiedenen Mustern durchsucht, kann es sich lohnen, einen
Suchindex anzulegen. Dies ist in der Bio-Informatik oft der Fall,
wenn bspw. Proteinsequenzen durchsucht werden.

Wenn wir nach k verschiedenen Wortern p1, ..., px suchen wollen,
missen wir die Worter mit den bisher kennen gelernten Verfahren
jeweils nacheinander im Text suchen und bekommen als Laufzeit
O(k-n+my+ mp+ ...+ mg), wobei das Pattern p; die Lange m;
habe.

Mit dem folgenden Verfahren kann ein Muster p in Zeit O(m)
gefunden werden, wobei m die Lange des Musters bezeichnet. Wir
erstellen dazu einen Baum, der alle Suffixe des gegebenen Textes
enthalt.
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Suffix-Baume

Beispiel: Der Text sei ananas.
Suffixe: Suffix-Baum:

ananas
nanas
anas
nas

as

S

Jedes Wort, das wir suchen, ist also Prafix eines solchen Suffix.

Suchen wir bspw. das Wort nana, so laufen wir den oben rot
eingezeichneten Weg und finden das Wort an Position 2 des Textes.
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Suffix-Baume

Damit kein Suffix Prafix eines anderen Suffixes ist, also jedem
Suffix eindeutig ein Blatt im Suffix-Baum entspricht, ergdnzt man
den Text um ein Endezeichen $, das sonst nirgendwo im Text
vorkommt.

Beispiel: banana
Suffixe: Suffix-Baum:

banana
banana

anana
nana 6
ana

na 4
a

2
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Suffix-Baume

Suffixe: Suffix-Baum:

banana$
anana$
nana$
ana$
na$

a$

$

Beispiel: Das Muster an finden wir an den Positionen 2 und 4 im
Text, denn an ist Prafix von den Suffixen ananas$ und ana$.
Daher beschreiben alle Kinder, die unterhalb des Pfades an liegen,
ein Vorkommen des Musters im Text.
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Suffix-Baume

Intuitiver Algorithmus:

Fiige der Reihe nach die Suffixe in den Baum ein. Beim Einfiigen
des Suffix titiy; ... t, vergleiche die Buchstaben mit den
Buchstaben z1z> . .. z, auf den Kanten.

Sobald eine Kante gefunden wird mit t; # z spalte die Kante auf.

Beispiel: Einfiigen des Suffix ana$ in den bisher berechneten
Suffix-Baum.

anana$ banana$ ana banana$
nana$

Laufzeit: O(n?)
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Suffix-Baume

Es gibt effiziente Verfahren, die in Zeit O(n) einen Suffix-Baum
erstellen:

@ E.M. McCreight. A space-economical suffix tree construction
algorithm. Journal of the ACM, 23(2):262-272, 1976.

o E. Ukkonen. On-line construction of suffix trees. Algorithmica
14(3):249-260, 1995.
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Ubersicht

e © © 6 © ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

Effiziente Algorithmen Amortisierte Analyse ::

Einleitung

Entwurfsmethoden

Sortieren

Auswahlproblem
Graphalgorithmen
Vorrangwarteschlangen
Suchbdume

Textsuche

Amortisierte Laufzeitanalysen
Algorithmische Geometrie

Randomisierte Algorithmen
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Ubersicht

Amortisierte Laufzeitanalysen

@ dynamic tables

@ Selbstanordnende lineare Listen
@ Fibonacci-Heaps

@ Splay-Bdume

@ Union-Find-Datenstruktur
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Motivation

class Stack {
protected:
int _next, _size, *_values;

bool isFull () A{

return _size == _next;
}
void enlarge () {
int *tmp = new int[2 * _sizel;
for (int i = 0; i < _size; i++)
tmp[i] = _values[i];

delete[] _values;
_values = tmp;
_size x= 2;

3

Effiziente Algorithmen Amortisierte Analyse :: dynamic tables

010 / 1138



Motivation

public:
Stack(int size = 8) {
_size = size;
_next = 0;
_values = new int[sizel;
¥

bool isEmpty () {
return 0 == _next;

}

int top() A
if (isEmpty ())

throw "empty stack exception";

return _values[_next - 1];
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Motivation

void pop() A
if (isEmpty ())

throw "empty stack exception";

_next -= 1;
}
void push(int val) {
if (isFull ()) J/ rrrrrnnd
enlarge (); J/ rrrrrnny
_values[_next] = val;

_next += 1;
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Motivation

Laufzeit von push im worst-case:

@ Speicherbereich fiir 2n Elemente allokieren.

@ Verschiebe n Elemente in groBeren Speicherbereich.
@ Kopiere neues Element in den Stack.

— Laufzeit: O(n)

N Ausfiihrungen von push dauern also:

>_0() = OV
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Motivation

Aber: Ein push ist nur selten teuer!

Genauere Abschatzung fiir N Ausfiihrungen von push:

N logo(N)
Y14+ ) 2 < N2 = 3.8 € O(N)
i=1 i=1

Amortisierte (durchschnittliche) Laufzeit von push:
T(N) = = 0(1)

amortisieren: ausgleichen, aufwiegen
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Aggregat-Methode

auch Ganzheitsmethode genannt:

o Zeige fiir jedes n,
o dass jede beliebige Folge von Operationen
@ im worst-case

@ eine Laufzeit von T(n) hat.

T(n)

— amortisierte Kosten pro Operation: —

Problem: Keine Differenzierung auf unterschiedliche Typen von
Operationen wie push, pop, top, usw.
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Account-Methode

auch Bankkonto-Paradigma genannt:

Betrachte eine beliebige Folge von n Operationen.
Jede Operation kostet Geld.

tj: Tatsachliche Kosten der i-ten Operation.

a;: Amortisierte Kosten der i-ten Operation.

falls t; < a;, dann schreibe Uberschuss auf Konto gut.

falls t; > a;, dann zahle Differenz vom Konto.

e ¢ © ¢ ¢ ¢ ¢

Kontostand darf niemals negativ sein!
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Account-Methode

Pro push bezahle 3 elementare Einfiige-Operationen:

@ einfiigen des Elements
o verschieben des Elements beim VergréBern

@ verschieben eines anderen Elements beim VergroBern

Der Kontostand wird niemals negativ! Nur bei der VergroBerung
des Speicherbereichs kdnnte der Kontostand negativ werden, aber:

@ Zwischen den beiden VergroBerungen auf 2 und 2k+1
Elemente wurden genau 2X Elemente eingefiigt.
o Auf dem Konto ist also mindestens ein Guthaben von
2K (3 —1) = 2K+,
— Entspricht genau der Anzahl Elemente, die verschoben werden
missen.
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Potenzial-Methode

Anstelle von Kontostanden weise der Datenstruktur eine
potenzielle Energie zu:

@ Betrachte eine Folge von n Operationen.

@ Ordne jedem Bearbeitungszustand ein nicht-negatives
Potenzial zu.

@ Ordne jeder Operation amortisierte Kosten zu.
@ ®;: Potenzial nach Ausfiihrung der i-ten Operation.

@ Die amortisierten Kosten a; der i-ten Operation sind die
tatsachlichen Kosten t; plus der Differenz der Potenziale.

a=t+o—d;
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Potenzial-Methode

Die gesamten amortisierten Kosten sind:

n
Za,- = a1+a+a+...+a,
i=1
= t1+®1 - P
+ th+ Dy — Py
+ t3+ — oy
_|_
n
oty O, = > ti+ P, — P
i=1

Falls &, > dg ist, dann gilt:

n n n
Zt; = Zai—(d)n—cbo) < Zai
i=1 i=1 i=1
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Potenzial-Methode

Also: Fiir ®,, > ®g ist die Summe der amortisierten Kosten eine
obere Schranke fiir den tatsichlichen Aufwand.

Problem: Wir wissen nicht, wieviele Operationen ausgefiihrt
werden.

Daher: Stelle ®; > &g fiir alle i sicher.

@ In der Praxis: ®g = 0 und ®; > 0, d.h. die Potenzial-Funktion
wird niemals negativ, oder anders gesagt:

@ Wir zahlen wie beim Bankkonto-Paradigma im vorraus.
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Potenzial-Methode

Fiir den Stack S definiere die Potenzial-Funktion @ als:
®(S) :=2- num(S) — size(S)
Dabei ist

@ num die Anzahl der gespeicherten Elemente und

@ size die GroBe des Arrays.

Der Stack ist immer mindestens halb voll, also gilt:

size(S)
2

num(S) > <= 2-num(S) > size(S)

— ®(S) wird niemals negativ!

Effiziente Algorithmen Amortisierte Analyse :: dynamic tables

921 / 1138



Potenzial-Methode

Wir unterscheiden zwei Falle beim Einfiigen des j-ten Elements:
o Keine VergroBerung des Arrays — sizej = sizej_1
aj = ti+P;,—d;
= 14 (2-num; — size;) — (2 - num;_1 — sizej_1)
= 14 (2-num; — size;) — (2 (num; — 1) — size;)
= 3
o Array-VergroBerung — size; /2 = sizej—1 = num; — 1

a = ti+d;—d;

num; + (2 - num; — size;) — (2 - num;_1 — sizej_1)

= 3. num; — size; — (2 - (num; — 1) — size;/2))

num; + 2 — size; /2
= num;+2—(num; —1) = 3
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Ubung

Bei pop wollen wir ungenutzten Speicher wieder freigeben.

void Stack::reduce() {

}

void Stack::pop() {
if (isEmpty ))
throw "empty stack exception';

_next -= 1;
if (isLittleFilled()) // 22222
reduce () ; J/ i

@ Ab welchem Fiillgrad soll die reduce-Funktion aufgerufen
werden?

@ Welche amortisierte Laufzeiten haben dann die Funktionen
push und pop?
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Losung 777

erste Ildee:

@ Speicherplatz verdoppeln, wenn das Array voll belegt ist und
ein weiteres Element eingefiigt werden soll, und

@ Speicherplatz halbieren, wenn Array weniger als halb voll ist.
funktioniert leider nicht:

o Fiige n = 2K Werte ein: num(S) = size(S) = n = 2k
@ Betrachte die Folge i, d,d,i, i,d,d,i, i,d,d,i,... aus insert-
und delete- Operatlonen bzw. push und pop-Operationen.
num(S) =n + 1 — vergroBert auf size(S) = 2k+1
num( )=
um(S)=n—1 — verkleinert auf size(S) = 2%
um(S) =
— Bei Jeder zweiten Operation ergibt sich ein Aufwand von ©(n),
so dass die amortisierte Zeit pro Operation ©(n) betragt.

i:
d:
d:

i:
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Losung

zweite Idee:

@ Speicherplatz verdoppeln, wenn das Array voll belegt ist, und

@ halbieren, wenn das Array nur noch zu einem Viertel belegt ist.

Problem: Die bisherige Potenzialfunktion
®(S) =2 num(S) — size(S)

kann dann negativ werden, z.B. wenn der Stack nur zu einem
Drittel gefilllt ist, also wenn num(S) = 3 - size(S).

neue Potenzialfunktion:

[ 2-num(S) — size(S), falls a(S) >3
o(3) = { size(S)/2 — num(S), sonst ?

wobei a(S) := num(S)/size(S) der Fiillgrad, engl. load factor, ist.
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Losung

[ 2-num(S) — size(S), falls a(S) > %
5= { size(S)/2 — num(S), sonst ?

Intuitiv: & gibt an, wie weit der Stack vom Fiillgrad o = 1/2
entfernt ist. Wenn o = 1/2 ist, dann gilt 2 - num(S) = size(S).

@ Wenn der Stack halb gefiillt ist, also fiir « = 1/2, ist der Wert
der Potenzialfunktion O.

@ Wenn der Stack komplett gefiillt ist, also fiir & = 1, dann gilt
size(S) = num(S) und der Wert der Potenzialfunktion ist
num(S). Das Potenzial reicht also, um das Kopieren aller
Elemente zu bezahlen.

@ Wenn der Stack nur noch zu einem Viertel gefiillt ist, also
wenn « = 1/4 ist, dann gilt size(S) = 4 - num(S), und der
Wert der Potenzialfunktion betragt num(S). Somit kann das
Kopieren aller Elemente aus dem Potenzial bezahlt werden.
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Losung

Fiir die pop-Operation gilt num; = num;_1 — 1, und wir miissen
drei Fille unterscheiden. Betrachten wir zundchst a;_1 < %

@ keine Verkleinerung: Dann gilt size; = sizej_1 und

ai = ti+®;,—d;,4
= 1+ (sizej/2 — num;) — (sizej—1/2 — numj_1)
= 1+ (sizej/2 — num;) — (sizej/2 — (num; + 1))
= 2

o Verkleinerung: Dann gilt size; /2 = size;_1/4 = num; + 1 und

a = t+® -4

(numr + 1) + (size; /2 — numy) — (sizej—1/2 — num;_1)
1+ (num; +1) — ((2 - num; +2) — (num; + 1))

=1
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Losung

Betrachten wir nun den Fall aj_1 > %

Dann wird das Array nicht verkleinert und es gilt size; = size;_1.
Wir erhalten schlieBlich:

ai = ti+®d;—d;

1+ (2 num; — size;) — (2 - num;_1 — sizej_1)
14 (2 num; — size;) — (2 - (num; + 1) — size;)
14+2-num; —2- (num; + 1)

= -1

Die amortisierten Kosten fiir eine pop-Operation sind also in allen
Fallen durch eine Konstante nach oben beschrankt.
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Losung

Fiir die push-Operation gilt num; = num;_1 + 1.

Betrachten wir zunachst den Fall oj_1 > % Da fiir diesen Fall die
alte und die neue Potenzialfunktion identisch sind, erhalten wir als
Kosten fiir die push-Operation hochstens 3.

Fiir den Fall aj—1 < % kann keine VergroBerung des Arrays
notwendig werden, da eine VergréBerung nur bei ;1 = 1 erfolgt.
Also gilt size; = sizej_1. Wir unterscheiden zwei Fille.

o fiir a; < % erhalten wir:
a = t+® -9,
= 1+ (sizej/2 — num;) — (sizei_1/2 — num;_1)
= 1+ (sizej/2 — num;) — (size; /2 — (num; — 1))
=0
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Losung

o fiir a; > % erhalten wir:

ai = t+d;,—d;
1+ (2 num; — size;) — (sizej—1/2 — num;_1)

= 1+ (2 -numi_1 +2 — size,-_l) — (size,-_l/2 — num,-_l)

3
= 343:-numj_1 — 5 sizej_1
. 3 .
= 3+3-wj_1-sizej_1 — 5 sizej_1
3+ § sizej_1 — § size;
2 i—1 5 i—1
= 3

Auch fiir die push-Operation sind die amortisierten Kosten in allen
Fallen durch eine Konstante nach oben beschrankt.
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Account-Methode

Mittels Bankkonto-Methode ergeben sich folgende amortisierten
Laufzeiten:

@ push: a; = 3 — 28 sparen @ pop: a; = 2 — 1$ sparen
Dann gilt fiir size(S) = 25! beim

o VergroBern: Zwischen num(S’) = 2% und num(S) = 2k*1 gibt
es 2% push-Operationen mehr als pop-Operationen. Daher
wurde ein Guthaben von mindestens 2 - 2k = 2k*1 angespart,
wovon das Kopieren der 251 Elemente in das nichst groBere
Array bezahlt werden kann.

o Verkleinern: Zwischen num(S') = 2k=1 und num(S) = 2k=2
gibt es 2k=2 pop-Operationen mehr als push-Operationen.
Daher wurde ein Guthaben von mindestens 2X~2 angespart,
wovon das Kopieren der 2K=2 Elemente in das kleinere Array
bezahlt werden kann.
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Account-Methode: push

[0s [ 08 ]2s]2s |
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Account-Methode: push

[osfosfosfos2s] [ [ |

[os [os]2s]2s |
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Account-Methode: push

[os[ososfos]2s[2s] [ |
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Account-Methode: push

[o0$ [os[os[os |25 25 28] |
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Account-Methode: push

[0s [os [os]os]2s 252528
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Account-Methode: push

(65 08 [ 08 [ 657 25 [ 2 [ 25 [ 28

RRRRRER

[os]os[os[osos[osfosfoses| [ [ | [ [ | |

Effiziente Algorithmen Amortisierte Analyse :: dynamic tables 037 / 1138



Account-Methode: pop
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Account-Methode: pop
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Account-Methode: pop
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Account-Methode: pop
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Account-Methode: pop
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Account-Methode: pop
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Account-Methode: pop
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Account-Methode: pop
TS [ [ [ ]
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Account-Methode: pop
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Ubersicht

Amortisierte Laufzeitanalysen

@ dynamic tables

o Selbstanordnende lineare Listen
@ Fibonacci-Heaps

@ Splay-Bdume

@ Union-Find-Datenstruktur
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Einfiihrung

Motivation: Bei Datenbanken erfolgen 80% der Zugriffe auf nur
20% der Daten. — Wie kann man den Zugriff effizient gestalten?

Aufgabenstellung:

@ Gegeben: Linear verkettete Liste (unsortiert)

o Gesucht: Effizientes Einfligen, Léschen und Suchen.
Idee: Plaziere die Elemente, auf die haufig zugegriffen wird, weit
vorne in der Liste.

Problem: In der Regel sind die Zugriffshdufigkeiten nicht im voraus
bekannt.

Lésung: Andere nach jedem Zugriff auf ein Element die Liste so,
dass zukiinftige Anfragen nach diesem Element schneller sind.
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Einfiihrung

Die letzte Suchanfrage habe auf das Element e zugegriffen.
@ Move-To-Front-Regel (MF-Regel)
Mache e zum ersten Element der Folge.
@ Transpose-Regel ( T-Regel)
Vertausche e mit unmittelbar vorangehendem Element.
Die relative Anordnung der anderen Elemente bleibt bei den obigen
Regeln unverandert.
@ Frequency-Count-Regel (FC-Regel)

@ Ordne jedem Element einen Haufigkeitszahler zu und
@ ordne die Liste nach jedem Zugriff entsprechend neu.
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Einfiihrung

Beispiel: Betrachte Zugriffe auf die Zahlenfolge mittels MF-Regel:
1,2,3,4,5,6,7
@ Greife zehnmal hintereinander auf alle Zahlen 1...7 zu:
1,2,3,4,5,6,7, 1,2,3,4,5,6,7, ..., 1,2,3,4,5,6,7

— Kosten pro Zugriff: 6.7

@ Greife jeweils zehnmal auf jedes einzelne Element zu:
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 2,2,2,2/2 22222, ...

— Kosten pro Zugriff: 1.3

@ Ohne Selbstanordnung ergeben sich bei obigen Zugriffsfolgen
jeweils die Kosten 4.
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Einfiihrung

Gibt es eine optimale Strategie?

)

Das Vorziehen eines Elements an den Listenanfang
entsprechend der MF-Regel ist eine sehr drastische Anderung,
die erst allmahlich korrigiert werden kann, falls ein ,seltenes”
Element ,irrtiimlich” an den Listenanfang gesetzt wurde.

Die T-Regel ist vorsichtiger und macht geringere Fehler, aber
man kann leicht Zugriffsfolgen finden, so dass Zugriffe nach
der T-Regel praktisch iiberhaupt nichts bringen.

Die FC-Regel hat den Nachteil, dass man zusatzlichen
Speicherplatz zur Aufnahme der Haufigkeitszahler bereitstellen
muss.

In der Literatur findet man weitere Permutationsregeln: J.H.
Hester und D.S. Hirschberg. Self-organizing linear search.
ACM Computing Surveys, 17:295-311, 1985.
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Einfiihrung

@ Wir miissen nicht nur unterschiedliche Zugriffshaufigkeiten
beriicksichtigen, sondern auch Clusterungen von
Zugriffsfolgen, die sogenannte Lokalitat.

@ In der Literatur findet man meist nur asymptotische Aussagen
iber das erwartete Verhalten der Strategien, wobei die
Zugriffsfolgen bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
genugen.

@ Es gibt auch eine Reihe experimentell ermittelter
Messergebnisse fiir reale Daten, bei denen man die
verschiedenen Strategien relativ zueinander beurteilt.

@ Slator und Tarjan gelang ein bemerkenswertes theoretisches
Ergebnis, das das sehr gute, beobachtete Verhalten der
MF-Regel untermauert.

D.D. Sleator and R.E. Tarjan: Amortized efficiency of list update
and paging rules. Communications of the ACM, 28:202-208, 1985.
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Selbstanordnende lineare Listen

Gegeben: Eine Liste mit N Elementen sowie eine Folge
$=51,...,5» von m Zugriffsoperationen.

Sei A ein beliebiger Algorithmus zur Selbstanordnung der

Elemente, der

@ das Element zuerst sucht und

@ es dann durch Vertauschungen einige Positionen zum Anfang
oder zum Ende der Liste bewegt.

Kosten:

@ Zugriff auf Element an Position k kostet k Einheiten.
@ Vertauschung in Richtung Listenanfang ist kostenfrei.

@ Vertauschung in andere Richtung kostet eine Einheit.
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Selbstanordnende lineare Listen

Zu einem Algorithmus A und einer Zugriffsoperation s; definieren
wir:

Ca(s;) Schritte zur Ausfiihrung der Zugriffsoperation s;.

(si)
Fa(si) Anzahl kostenfreier Vertauschungen.
Xa(si) Anzahl kostenbehafteter Vertauschungen.

Ca(s) = Ca(s1) + ... + Ca(sm), Fa(s) und Xa(s) analog.
Unsere bisher betrachteten Algorithmen

@ MF (Move-to-Front),
o T (Transpose) und
@ FC (Frequently-Count)

fiihren keine kostenbehafteten Vertauschungen durch. Somit gilt:
XM/:(S) = XT(S) = XFC(S) =0
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Selbstanordnende lineare Listen

Wird auf ein Element an Position k zugegriffen, kann man es
anschlieBend maximal mit allen (k — 1) vorangehenden Elementen
kostenfrei vertauschen.

— Die Anzahl kostenfreier Vertauschungen ist hochstens so groB
wie die Kosten der Operation minus 1.

Daher gilt fiir jede Strategie A (mit m Operationen):

Fa(s) < Ca(s)—m

denn
FA(S) = FA(Sl) =+ FA(52) + ... + FA(Sm)
< CA(Sl)—l + CA(52)—]. + ... + CA(Sm)—l
= CA(S)—m
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Selbstanordnende lineare Listen

Definition: Seien Ly, Ly Listen, die dieselben Elemente enthalten.

inv(Ly, L2): Anzahl der Elementpaare x;, xj, deren Anordnung
in L, eine andere ist als in Ly — Inversionen

Beispiel: Fiir Ly = 4,3,5,1,7,2,6 und L, = 3,6,2,5,1,4,7
erhalten wir inv(Ly, Ly) = 12, denn in L, steht

3vor4, 6vor2, 6vorb 6vorl, 6vord, 6vor7,
2vorb, 2vorl, 2vor4, 2vor7, 5vord, 1vordé.

Diese Elementpaare stehen jedoch in Ly in umgekehrter
Reihenfolge.
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Selbstanordnende lineare Listen

Satz: Fiir jeden Algorithmus A der obigen Art und fiir jede Folge s
von m Zugriffsoperationen gilt:

Crve(s) < 2-Ca(s) + Xa(s) — Fa(s) —m

Dieser Satz besagt grob, dass die MF-Regel héchstens doppelt so
schlecht ist, wie jede andere Regel zur Selbstanordnung von Listen.

Die MF-Regel ist also nicht wesentlich schlechter als die beste
iiberhaupt denkbare Strategie.

Beweis:

@ Sei Lp; die von Algorithmus A gednderte Liste nach Zugriff /.
@ Sei LyF ; die von der MF-Regel gednderte Liste nach Zugriff /.
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Selbstanordnende lineare Listen

Fiir die Potenzialfunktion ®; = inv(La ;, Lmr i) gilt:
o Initial ist ®o = inv(Lao, Lpro) = 0, da beide Algorithmen
mit derselben Liste beginnen.

@ Der Wert der Potenzialfunktion ist nie negativ!
Betrachte Zugriff auf das Element s;:

@ k;: Position, an der Element s; in LyF j—1 steht.

@ x;: Anzahl Elemente, die in Lyr ;1 vor s; aberin Ly ;1
hinter s; stehen.

X.
1

Fai | Sile o o |

X.
1

k;
Lyrii| e e o |5] |
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Selbstanordnende lineare Listen

Jedes dieser x; Elemente ist mit s; eine Inversion.

Es gilt:
inv(Lai-1,Lmr,i) = inv(Lai-1,Lvri-1) —xi + (ki —1—x;)

denn: Durch das Vorziehen von s; in Lyr i1

@ verschwinden insgesamt x; Inversionen und
@ es entstehen k;j — (1 + x;) Inversionen.

ki — (1 + x;) ist die Anzahl der iibrigen Elemente in LyF i1
vor dem Element s;.
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Selbstanordnende lineare Listen

Es gilt also:
inv(Lai—1,Lypri) = inv(Lai—1,Lpmri—1) — i + (ki — 1 — x;)

AnschlieBend:

@ Jedes Vorziehen von s; in Ly ;_1 mit Algorithmus A erniedrigt
die Anzahl der Inversionen.

@ Jedes Vertauschen von s; in Ly ;_; zum Listenende mit
Algorithmus A erhoht die Anzahl der Inversionen.

Somit erhalten wir:

inv(Lai, Lmri) = inv(Lai-1,Lypri-1) —xi+ (ki—1—x;)
—Fa(si) + Xa(si)
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Selbstanordnende lineare Listen

@ Tatsdchliche Kosten fiir Zugriff auf s; mit MF-Regel: k;
— Amortisierte Kosten a; der i-ten Operation:

aj = ki+inv(Laj,Lyr,i)—inv(Lai-1, LymF,i-1)
ki — x; + (k, —1- X,') — FA(S,') + XA(S,')
2(k,' — X;) —1-— FA(S;) + XA(S;)

Tatsachliche Kosten fiir Zugriff auf s; in La ;_; mit Algorithmus A:
Mindestens k; — x;, denn k; — x; — 1 Elemente stehen in beiden
Listen vor dem Element s;, also auch in der Liste L4 ;1 vor s;.

Damit erhalten wir:

Zai < 2-Ca(s) + Xa(s) — Fa(s) —m
i—1
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Ubersicht

Amortisierte Laufzeitanalysen

dynamic tables

Selbstanordnende lineare Listen

°
0
@ Fibonacci-Heaps
@ Splay-Bdume

°

Union-Find-Datenstruktur
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Fibonacci-Heaps

Wir bendtigen einige Vorarbeiten, um die Laufzeiten der einzelnen
Operationen eines Fibonacci-Heaps abschatzen zu kénnen.

Lemma 1: Sei x ein Knoten im Fibonacci-Heap, seien y1, ..., yk
die Kinder von x in der zeitlichen Reihenfolge, in der sie an x
angehingt wurden. Dann gilt:

deg(y1) >0 und deg(y;) >i—2firi=2,3,...,k

Induktionsanfang: deg(y1) > 0 ist klar.

Induktionsschluss fur i > 2:

@ Als y; an x angehangt wurde, waren y1,...,yi—1 bereits
Kinder von x, also gilt deg(x) > i — 1.

@ Da y; an x angehdngt wird, gilt: deg(x) = deg(y;), also gilt
deg(yi) >i—1.

@ Seither hat Knoten y; hochstens ein Kind verloren, sonst
hatten wir y; von x abgetrennt, also gilt: deg(y;) > i — 2
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Fibonacci-Heaps

Die Fibonacci-Zahlen F; sind wie folgt rekursiv definiert:

Fo=0, =1, Fi=F_1+F_>firi>2

Lemma 2:

K
Fry2 = 1+ZF,‘

i=0
Beweis durch Induktion tiber k:
Induktionsanfang: kK =0
0
Fo=1=1+) F=1+0=1
i=0
Induktionsschluss: kK —1 — k
Def Y, = a
Frvo = FitFon = F+(1+Y F) = 1+ F

i=0 i=0
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Fibonacci-Heaps

oder anschaulich:

Fria = Fe+

Fr + Fr_1+

Fre+ Fr—1+ Fr2 +

= Fe+Fe-1+ Fro+ Fr3+

= Fk+Fk_1+Fk_2+Fk_3+---+F1+
= F+Fe1+Feo+Fes3+...+RH+F+ R
~~

=Zf‘(:0 Fi =1

k
= ZF,‘—i-l
i=0
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Fibonacci-Heaps

Lemma 3: Sei x ein Knoten in einem Fibonacci-Heap, sei
k = deg(x). Dann gilt:

size(x) > Fyyo
Beweis: Bezeichne s, den minimalen Wert von size(z) iiber alle
Knoten z mit deg(z) = k. Dann gilt offensichtlich:

*] 50:1, 51:2, 52:3
@ s, < size(x)
Da x den Grad k hat, gilt fiir jedes Kind y;, i =2,..., k von x

nach Lemma 1: deg(y;) > i — 2. AuBerdem miissen wir bei size(x)
den Knoten x und das Kind y; beriicksichtigen. Daher erhalten wir:

k k—2
size(x) > s > 2—1—25,-_2 = 2—}—25;
i=2 i=0
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Fibonacci-Heaps

Ferner kdonnen wir feststellen

S():l Z FQZ
=2 2 F3:2
52:3 Z F4I3

und mittels vollstandiger Induktion und Lemma 2 zeigen:

k—2 k—2 k
sk>2+Zs, 22+ZF’+2:1+ZFI—FI<+2
i=0 i=0 i=0

Insgesamt erhalten wir also:

size(x) > sk > Frao
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Fibonacci-Heaps

Aus der Mathematik wissen wir:

_ 1 K mi _(1+\/§)
—\@Qﬁ ttﬁ—iz

¢ ist der goldene Schnitt mit ¢ ~ 1.61803.

F

— Die Fibonacci-Zahlen wachsen exponentiell!

Korollar: Jeder Knoten x eines Fibonacci-Heaps der GroBe n hat
hochstens Grad O(log(n)).

Beweis: Sei k = deg(x), dann gilt nach Lemma 3:

n > size(x) > ¢f — log,(n) > k
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Fibonacci-Heaps

Potenzial-Funktion: Definiere zu einem Fibonacci-Heap H
®(H) := b(H)+2-m(H),
wobei

o b(H) die Anzahl der Baume in der Wurzelliste und

@ m(H) die Anzahl der markierten Knoten bezeichnet.

Zur Erinnerung:

Die amortisierten Kosten a; sind die tatsdachlichen Kosten t; plus
der Differenz der Potenziale:

a=t+>d—P;_1
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Fibonacci-Heaps

MAKEHEAP() — b(H) =0, m(H) =0
amortisierte Kosten = aktuelle Kosten € O(1)

MiINIMUM(H): — b(H) und m(H) unverdndert
amortisierte Kosten = aktuelle Kosten € O(1)

UNION(H1, Ha): — ®(H) = ®(H1) + ®(Ho)
amortisierte Kosten = aktuelle Kosten € O(1)

INSERT(H, x): — b(H") = b(H) + 1, m(H) unveréandert
amortisierte Kosten = aktuelle Kosten + 1 € O(1)
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Fibonacci-Heaps

EXTRACTMIN(H):

@ Der Knoten, der entfernt wird, hat maximal O(log(n)) Kinder,

l

die in die Wurzelliste aufgenommen werden.

Die Wurzelliste wird einmal durchlaufen, um ggf. Baume
gleichen Ranges zu verschmelzen.

aktuelle Kosten: t; = b(H) + O(log(n))

Nach dem Verschmelzen kénnen nur maximal O(log(n)) viele
Biume in der Wurzelliste stehen, da dann alle Baume
unterschiedlichen Rang haben.

Es werden keine Knoten markiert.
&1 =b(H)+2m(H) und &; < O(log(n))+2m(H)
amortisierte Kosten: t; + ®; — ®;_1 € O(log(n))
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Fibonacci-Heaps

DECREASEKEY(H, x, k): Bei insgesamt ¢ Abtrennungen

@ entsteht ein tatsichlicher Aufwand von ¢ Einheiten,
@ werden mindestens ¢ — 1 Markierungen geloscht und
@ c viele Bdume werden in die Wurzelliste aufgenommen.
e Mit ®;_1 = b(H) + 2m(H) gilt also:
®; =b(H)+c + 2(m(H) —(c—1))
= amortisierte Kosten: t; + ®; — ®;_; € O(1)
DELETE(H, x):

o Laufzeit ergibt sich aus DECREASEKEY und EXTRACTMIN
= amortisierte Kosten € O(log(n))
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Ubersicht

Amortisierte Laufzeitanalysen

@ dynamic tables

@ Selbstanordnende lineare Listen
@ Fibonacci-Heaps

@ Splay-Biume

@ Union-Find-Datenstruktur
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Splay-Baume

Bei Splay-Baumen werden alle drei Operationen Suchen, Einfiigen
und Entfernen auf die Splay-Operation zuriickgefiihrt.

Die Kosten einer Splay-Operation sei die Anzahl der ausgefiihrten
Rotationen (plus 1, falls keine Operation ausgefiihrt wird).

@ Jede zig-Operation zihlt eine Rotation.

o Jede zig-zig- und zig-zag-Operation zahlt zwei Rotationen.

Fiir einen Knoten p, sei s(p) die Anzahl aller inneren Knoten
(Schliissel) im Teilbaum mit Wurzel p.

Sei r(p) der Rang von p, definiert durch r(p) = log(s(p)).

Fiir einen Baum T mit Wurzel p und fiir einen in p gespeicherten
Schliissel x sei r(T) und r(x) definiert als r(p).

Die Potenzialfunktion ®(T) fiir einen Suchbaum T sei definiert als
die Summe aller Réange der inneren Knoten von T.
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Splay-Baume

Lemma: Der amortisierte Aufwand der Operation splay(T, x) ist
hochstens 3 - (r(T) — r(x)) + 1.

Beweis: Ist x in der Wurzel von T gespeichert, so wird nur auf x
zugegriffen und keine weitere Operation ausgefiihrt. Der
tatsachliche Aufwand 1 stimmt mit dem amortisierten Aufwand
tiberein und das Lemma gilt.

Angenommen es wird wenigstens eine Rotation durchgefiihrt.

Fiir jede bei der Ausfiihrung von splay(T, x) durchgefiihrte
Rotation, die einen Knoten p betrifft, betrachten wir

o die GroBe s,(p) und den Rang r,(p) von p unmittelbar vor
Ausfiihrung der Rotation und

o die GroBe s,(p) und den Rang r,(p) von p unmittelbar nach
Ausfiihrung der Rotation.
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Splay-Baume

Wir werden zeigen, dass

@ jede zig-zig- und zig-zag-Operation auf p mit amortisiertem
Aufwand 3(r,(p) — rv,(p)) und

@ jede zig-Operation mit amortisiertem Aufwand
3(rn(p) — rv(p)) + 1 ausfiihrbar ist.

Angenommen obige Aussage ware bereits gezeigt.

Sei r{)(x) der Rang von x nach Ausfiihrung der i-ten von
insgesamt k zig-zig-, zig-zag- oder zig-Operationen.

Beachte: Nur die letzte Operation kann eine zig-Operation sein.
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Splay-Baume

Dann ergibt sich als amortisierter Aufwand von splay(T, x):

splay(T,x) = 3(r(x) — r(x))
+ 3(rP(x) = V()

} 3(rM(x) = r(x)) + 1
= 3(r(x) = r(x)) +1

Da x durch die k Operationen zur Wurzel gewandert ist, gilt
r((x) = r(T) und damit das Lemma.
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Splay-Baume

Noch zu zeigen:

@ Jede zig-zig- und zig-zag-Operation auf p ist mit
amortisiertem Aufwand 3(r,(p) — r,(p)) und

@ jede zig-Operation mit amortisiertem Aufwand
3(ra(p) — rv(p)) + 1 ausfiihrbar.

Fall 1: (zig-Operation)
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Splay-Baume

Dann ist g die Wurzel. Es wird eine Rotation ausgefiihrt. Die
tatsadchlichen Kosten sind 1. Es kdnnen hochstens die Range von p
und g gedndert worden sein.

Die amortisierten Kosten der zig-Operation sind daher:

azig = 14+ ®p(T)—(T)
= 1+ (ra(p) +m(q)+...) = (nlp) + () +...)
1+ (ra(p) + ra(q)) — (r(p) + rv(q))
1+ rﬂ( )_ rv( )’ weil fn(P) = fV(CI)
14 r,-,(P) - rv(p)v weil rn(P) > rn(Q)
14 3(rn(p) = rv(p)), weil ra(p) = rv(p)

IA N
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Splay-Baume

Fiir die ndchsten beiden Fille, formulieren wir folgende

Hilfsaussage:

Sind a und b positive Zahlen und gilt a+ b < ¢, so folgt
log(a) + log(b) < 2log(c) — 2.

Da das geometrische Mittel zweier positiver Zahlen niemals groBer
ist als das arithmetische Mittel, gilt:

Vb

Vab

ab

log(ab)

log(a) + log(b)
log(a) + log(b)
log(a) + log(b)

Effiziente Algorithmen

AN VAN VAN VANSN VAN VAN VAN

Amortisierte Analyse :: Splay-Biume

(a+b)/2

c/2

(c/2)(c/2)
l0g((c/2)(c/2))
2log(c/2)
2log(c) — 2log(2)
2log(c) —2
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Splay-Baume

Fall 2: (zig-zag-Operation)

Die Operation hat tatsichliche Kosten von 2, weil zwei Rotationen
durchgefiihrt werden.

Es konnen sich hochstens die Range von p, g und r dndern, ferner
ist ra(p) = r(r).
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Splay-Baume

Also gilt fiir die amortisierten Kosten:

Azig—zag = 2+ ®,(T)—,(T)
= 24 (r(p)+rm(q)+m(r)+...)
—(rn(p) + rn(q) +r(r)+...)
= 24 (ra(p) + rm(q) + ra(r)) — (r(p) + rv(q) + rv(r))
= 24 ra(q) + ra(r) — r(p) — rn(q), weil ra(p) = r,(r)

Weil p vor Ausfiihrung der zig-zag-Operation Kind von g war, gilt
r.(g) > r,(p) und somit

dzig—zag < 2+ rn(q) + rn(r) -2 rv(P)
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Splay-Baume
Wir hatten zuletzt festgestellt:

dzig—zag < 2+ rn(q) + rn(r) -2 fv(P)

Ferner gilt s,(q) + sn(r) < sp(p) und damit aufgrund der
Definition des Ranges und obiger Hilfsaussage:

l0g(50(q)) + log(sn(r)) < 2- log(s4(p)) — 2
= (@) +ra(r) < 2-ralp) 2

Damit erhalten wir schlieBlich:

2+ ra(q) + ra(r) —2- rv(p)
24 (2-r(p) —2) =2-r(p) = 2(ra(p) — rv(p))
3(rn(p) = rv(p)), weil ry(p) = rv(p)

Azig—zag

ININ A
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Splay-Baume

Fall 3: (zig-zig-Operation)

Die Operation hat tatsichliche Kosten von 2, weil zwei Rotationen
durchgefiihrt werden.

Auch hier kdnnen sich hochstens die Range von p, g und r dndern,
und es gilt wie im vorherigen Fall r,(p) = r,(r).
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Splay-Baume

Fiir die amortisierten Kosten gilt:

Azig—zig = 2+ P(T)—(T)
= 2+ (rm(p)+rm(g)+rm(r)+...)
—(n(p)+nl(g)+nr(r)+...)
= 24 (ra(p) + ra(q) + ra(r)) — (r(p) + rv(q) + rv(r))
= 2+ m(q) +ra(r) = rv(p) — ru(q), weil ra(p) = r(r)

Da vor Ausfiihrung der zig-zig-Operation p Kind von g und nachher
g Kind von p ist, folgt r,(p) < r,(q) und r,(p) > ra(q), und somit

azig—zig < 2+ ra(p) + ra(r) —2-ry(p)
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Splay-Baume

Zuletzt hatten wir festgestellt:

Azig—zig < 2+ fn(P) + rn(r) -2 fv(P)

Diese Summe ist genau dann kleiner oder gleich 3(r,(p) — r,(p)),
wenn r,(p) + r(r) < 2-ry(p) — 2 gilt.

2+M‘|‘ rn(r) —W
2+ ra(r) + rv(p)

M_ rv(p) + 2ra(p) — 25AP)
2ra(p)
(

~ 1A= 1A=

ra(r) + r(p) < 2, p) — 2

Aus der zig-zig-Operation folgt, dass s,(p) + sp(r) < sn(p). Mit
obiger Hilfsaussage und der Definition der Range erhdlt man die
obige Ungleichung.

Damit ist das Lemma bewiesen.
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Splay-Baume

Satz: Das Ausfiihren einer beliebigen Folge von m Such-, Einfiige-
und Entferne-Operationen, in der héchstens n-mal Einfiigen
vorkommt und die mit dem anfangs leeren Splay-Baum beginnt,
bendtigt hochstens O(m - log(n)) Schritte.

Weil fiir jeden im Verlauf der Operationsfolge erzeugten Baum
s(T) < n gilt und jede Operation ein konstantes Vielfaches der
Kosten der Splay-Operation verursacht, folgt die Behauptung aus
obigem Lemma.
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Ubersicht

Amortisierte Laufzeitanalysen

@ dynamic tables

@ Selbstanordnende lineare Listen
@ Fibonacci-Heaps

@ Splay-Bdume

@ Union-Find-Datenstruktur
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Union-Find-Datenstruktur

Betrachten wir noch einmal die Struktur und die einzelnen
Operationen der Union-Find-Datenstruktur:

struct Node {

int rank; // depth of tree
Node *parent; // reversed tree
s
void makeSet (Node x*x) {
Xx—->parent = Xx;
x->rank = 0;
¥
Node *findSet(Node *x) { // path compression
if (x->parent != x)
x->parent = findSet (x->parent);

return x->parent,;
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Union-Find-Datenstruktur

// union by rank
Node *mergeSets (Node #*x, Node *y) {
if (x->rank > y->rank) {
y->parent = Xx;
return x;

X->parent =y

if (x->rank =
y->rank +=

return y;

3

Im Folgenden:

@ Die Wurzel eines Union-Find-Baums nennen wir den
Reprasentanten (leader) der Menge.
@ Wir betrachten beliebige Folgen von m union-, find- und

makeSet-Operationen iiber n Elementen.
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Union-Find-Datenstruktur

Wir behalten die Sprechweise bzgl. Kinder und Vorganger bei,
obwohl die Bdume von den Blattern zur Wurzel gerichtet sind.

o r ist die Wurzel des Baums.

@ p ist der Vorganger von x und y.

@ r ist der Repréasentant der Menge {p, q,r,x,y,z}.

o p ist die Wurzel des Teilbaums mit den Elementen {p, x, y}.
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Union-Find-Datenstruktur

@ Nur die Range von Reprasentanten werden gedndert. Wenn
ein Knoten kein Reprdsentant einer Menge ist, dann wird sein
Rang nicht mehr verdndert.

o Frage: Warum aktualisieren wir wahrend der find-Operation
nicht die Range der Knoten?
@ Ist ein Knoten kein Reprasentant einer Menge, dann ist sein
Rang echt kleiner als der Rang seines Vorgangers.

& anders gesagt: Die Werte der Range auf einem Weg von einem
Knoten zur Wurzel sind streng monoton steigend.

@ Wir haben bereits gezeigt: Sei x ein Knoten mit Rang k. Dann
besteht der Teilbaum mit Wurzel x aus mindestens 2% Knoten.

o Es gibt héchstens 5 Knoten mit Rang k.
@ Wenn einem Knoten der Rang k zugewiesen wird, markiere alle
Knoten der Menge, das sind mindestens 2k viele.
o Es gibt nur n Knoten insgesamt, und jeder Knoten mit Rang k
markiert mindestens 2X Knoten.
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Union-Find-Datenstruktur

Definition:

o (i)(n) o n . falls i =0
& T log(logl =Y (n)) fiir i > 1

Und wir definieren log*(n) := min{i > 0 | log{)(n) < 2}. Anders
gesagt: Wie oft muss man die log-Taste des Taschenrechners nach

Eingabe von n driicken, bis ein Wert kleiner als 2 angezeigt wird.

Beispiele:

22
o log“(2%" ) = log*(2°%5%) = 5

Effiziente Algorithmen Amortisierte Analyse :: Union-Find 093 / 1138



Union-Find-Datenstruktur

Definition:
1 falls b=0
tower(b) := { ptower(b—1)  fiir p > 1

anschaulich: ,
tower(b) := 22" } b

Zur Laufzeitabschatzung wollen wir den Knoten Blocke zuordnen.
Ein Knoten x wird dem Block b zugeordnet, wenn gilt:

tower(b — 1) < rank(x) < tower(b)

Da jeder Knoten einen Rang zwischen 0 und log(n) hat, gibt es nur
die Blocknummern 0 bis log*(log(n)) = log™(n) — 1, also insgesamt
hochstens log*(n) Blocke.
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Union-Find-Datenstruktur

Da es héchstens 5; Elemente vom Rang r gibt, ist die gesamte
Anzahl der Knoten in Block b hochstens:

tower(b) tower(b)

n 1
> or — M > or
r=tower(b—1)+1 r=tower(b—1)+1
S 1
< n- Z ?
r=tower(b—1)+1
B 1 1
= m otower(b—1)41 + 2tower(b—1)+4-2 R
1
< 2n: 2tower(b—1)+1
< 1 _ n
= " Qtower(5-1) ~ ‘tower(b)
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Union-Find-Datenstruktur

Obwohl wir im Folgenden immer von Konten sprechen, arbeiten
wir nicht mit der Account- oder Bankkonto-Methode, sondern mit
der Aggregat-Methode.

o Sei x1,x2,X3,...,x; der Weg von einem Knoten x; zum
Représentanten x; des Baums.

@ Die Kosten von find(x1) entsprechen der Lange / des Weges.
@ Jeder Knoten auf dem Weg zahlt jeweils 1$ in eines von
mehreren Konten.

@ leader account: darin zahlen Reprédsentanten ein

@ child account: darin zahlen Kinder der Reprasentanten ein

@ block accounts: darin zahlen Knoten x, ein, die in einem
anderen Block sind als deren Vorganger X1

& path account: darin zahlen alle anderen Knoten ein

@ Der Gesamtbetrag aus allen Konten gibt dann die Summe der
Laufzeiten aller Operationen an.
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Union-Find-Datenstruktur

L: Leader Q
C: Child @/

P: Path
B: Block
©
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Union-Find-Datenstruktur

Jede find-Operation zahlt

@ 1% in das Reprasentanten-Konto (leader account),
@ hochstens 1% in das Kinder-Konto (child account), und
@ hochstens 1% in jedes Block-Konto (block account), wovon es
nur log*(n) viele gibt.
Bei m Operationen iiber n Elementen wird insgesamt hochstens ein

Wert von 2m + m - log*(n) in diese Konten eingezahlt.

Die Frage ist: Wieviel wird in das Pfad-Konto eingezahlt?
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Union-Find-Datenstruktur

Betrachten wir einen Knoten x; in Block b, der in das Pfad-Konto
einzahlt:

@ Der Knoten x; wird nie zu einem Reprasentanten, also dndert
sich sein Rang nicht und der Knoten bleibt auch nach einer
Pfadkomprimierung in Block b.

@ Der Vorgianger xj11 von x; ist ebenfalls kein Reprasentant, so
dass durch eine Pfadkomprimierung x; den neuen Vorganger x;
bekommt, dessen Rang rank(x;) echt groBer ist als der Rang
rank(xj11) des alten Vorgéngers x;1.

o Da die Riange rank(parent(x)) streng monoton wachsen, liegt
eventuell ein neuer Vorganger von x; in einem anderen Block
als x; selbst. x; zahlt dann nie wieder in das Pfad-Konto ein.

— Der Knoten x; zahlt héchstens einmal fiir jeden Rang in Block
b ins Pfad-Konto, also héchstens tower(b) oft.
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Union-Find-Datenstruktur

@ Da Block b weniger als Knoten enthélt, und jeder

towgr(b)
dieser Knoten weniger als tower(b) in das Pfad-Konto
einzahlt, wird weniger als n in das Pfad-Konto eingezahlt.

@ Da es nur log*(n) Blocke gibt, wird also hochstens ein Wert
von n - log*(n) in das Pfad-Konto eingezahlt.

— In allen Konten zusammen wurde also hdchstens der Wert
2m+ m-log*(n) + n-log*(n) € O(m - log*(n)) eingezahlt.

Damit haben wir das folgende Theorem bewiesen.

Theorem: Die find- und die union-Operation iiber n Elementen
haben jeweils eine amortisierte Laufzeit von O(log*(n)).
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Ubersicht
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Effiziente Algorithmen Algorithmische Geometrie ::

Einleitung

Entwurfsmethoden

Sortieren

Auswahlproblem
Graphalgorithmen
Vorrangwarteschlangen
Suchbdume

Textsuche

Amortisierte Laufzeitanalysen
Algorithmische Geometrie

Randomisierte Algorithmen
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Ubersicht

Algorithmische Geometrie

o Einleitung
@ Scan-Line-Prinzip

@ Konvexe Hiille
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Motivation

Beispiel: Wir kennen alle Briefkasten in der Stadt. Welcher
Briefkasten ist unserem aktuellen Standort am nachsten?

Um diese Frage beantworten zu kénnen, unterteilen wir die Ebene

in sogenannte Voronoi-Regionen:
@ Jede Region besitzt ein Zentrum:
der Punkt der Punktemenge, der

diese Region definiert. s ol g %7
o ST A
@ Eine Region umfasst alle Punkte . K\ o //
der Ebene, die ndher an dem /”"’\7/\‘ ; ¢
Zentrum dieser Region liegen, als K ’ i -/ N
an irgend einem anderen Zentrum. . BH\/\ ‘\ _)\
@ Voronoi-Region: Menge aller oo N /) .
. . . A\ 4
Anfragepunkte, fiir die die obige / i

Antwort dieselbe ist.
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Motivation

Beispiel: Ein Roboter soll den Brief fiir uns einwerfen. Wie findet
der Roboter sein Ziel, ohne gegen Hindernisse zu laufen?

Ziel

Bewegungsplanung in der Robotik:
@ Gegeben: eine Menge von Hindernissen, ein Start- und ein
Zielpunkt

@ Aufgabe: Finde einen kollisionsfreien kiirzesten Weg zum Ziel.
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Motivation

Beispiel: Das Sichtbarkeitspolygon vis(p) eines Punktes p ist ein
Objekt des R? und ist der Teil eines einfachen Polygons P, der
vom Punkt p aus sichtbar ist.

Anwendung zum Beispiel beim Museums-
problem oder Art Gallery Problem:

Ein Museum, das dargestellt wird durch das
Polygon P, soll mit Kameras iiberwacht wer-
den.

Wieviele Kameras werden bendétigt, und wo
miissen die Kameras platziert werden, damit H

jeder Punkt im Inneren von P gesehen wird?
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Motivation

Beispiel: In Geo-Informationssystemen werden StraBen, Fliisse,
Kanile usw. durch Mengen von einzelnen Strecken modelliert und
in verschiedenen Ebenen gespeichert. Durch Uberlagerung kann
man bestimmen, wo Briicken gebaut werden miissen.

Alle Kantenpaare zu testen ist aber viel zu langsam. Wie sehen
effiziente Verfahren zur Schnittpunktberechnung aus?
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Motivation

Beispiel: Wie finden wir zu einem gegebenen Anfragepunkt g das
Land, in welchem sich der Punkt g befindet?

\
4 4 eatans
" Letiand
. ; Liaven
3 end ¢ /
Vereinigtes 5 ha : d Weitrussiand
o Kongron e i
2 2 Polen
‘Belgi Deutschland
4§ < Ukraine
Luxemourg | 7 nhedien
Stowake,
Molss=
y 0 Osterreich e A
R Schweiz ‘Ligent g Ungam W
: Slowe-, Rumanien ]
e
Monac sns X
- Warno
Andor Buigaren
Poriel taten
Spanien £ : Vatkanstad
Warokko Ageren Tunesien i
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Motivation

Beispiel: Navigationssysteme miissen zu einem gegebenen
Kartenausschnitt effizient alle bendtigten Daten bestimmen.

[ T e i eanssa e

Jedes einzelne Kartenobjekt zu priifen ware zu zeitintensiv. Wir
bendtigen daher eine Datenstruktur zur schnellen Beantwortung
von Bereichsanfragen.
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geometrische Primitive

o Ein d-Tupel (x1,...,xq) € RY ist ein Punkt.
o Fiir zwei Punkte p = (p1,...,pq) und g = (q1,...,qq) ist der
euklidische Abstand definiert als:
lpq| =

o Firgi,gp e RYund a € R

@ ist g1 +a- (g2 — q1) eine Linie, und

o fiir 0 < a < 1ist 1z das Liniensegment g1 + - (g2 — q1)-
@ Eine Menge D C RY heiBt konvex, falls fiir alle Punktpaare

q1,q2 € D gilt: qig2 € D

D e
94 a
D
q

1

konvex nicht konvex
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geometrische Primitive

@ Eine endliche Menge von Liniensegmenten

P = {1, %@, G3Ga,---, Gn-1Gn} Mit q; € R?

heiBt Polygon, falls

qi9i+1 N Gq+1 € {49i,9i41},1<i,j<n—1

gilt und sich in jedem Punkt maximal 2 Liniensegmente

schneiden.
Polygon ; kein Polygon ;
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geometrische Primitive

Frage: Wie berechnet man fiir zwei Liniensegmente /| = (p1, p2)
und g = (ps3, pa), die jeweils durch ihre Endpunkte p; = (x;, yi)
definiert sind, den Schnittpunkt der Liniensegmente?

Antwort: Es gilt | = p1 + a - (p2 — p1) und g = p3 + - (pa — p3),
so dass wir fiir den Schnittpunkt / = g erhalten:

p1.x+a-(p2x—p1.x) = psx+L-(pa.x—p3x) (%)
pry +a-(p2.y —pry) = p3.y+pB-(pay—p3y) (¥*)
Durch Umformen von (xx) ergibt sich:

(p3-y — p1.y) + B (ps.y — p3.y)
p2-y — p1-y

Durch Einsetzen in (x) ergibt sich:

(p1-x = p3-x)(p2-y — p1-y) + (p3-y — p1-y)(p2-x — p1.x)
(pa-x = p3.x)(p2.y — p1.y) — (Pa-y — p3.y)(p2.x — p1.X)
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geometrische Primitive

Beispiele zum Segmentschnitt:

Effiziente Algorithmen

= DN W s Ot

=N W s Ot

1234567178

123456178

Algorithmische Geometrie :: Einleitung

W=

>1

Wl
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Dichtestes Punktepaar in der Ebene

gegeben: n Punkte in der Ebene x1,x0,...,x, € R?.

gesucht: Ein Punktepaar x;, x;, i # j, dass von allen Paaren
den kleinsten Abstand d(x;, x;) = |x;x;j| hat.

Einfacher Algorithmus: Bestimme unter allen (3) = ”'("2_1)

Paaren das dichteste Punktepaar.

p1 = X1
P2 ‘= X2
min := d(x1, x2)
fori:=1ton—1do
forj:=i+1tondo
if d(x;,xj) < min
min := d(x;, x;) — Laufzeit: ©(n?)
p1L =X
p2 = X; Geht es schneller?
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Dichtestes Paar einer Zahlenfolge

gegeben: n reelle Zahlen x1,x2,...,x, € R.

gesucht: Ein Zahlenpaar x;, xj, i # j, dass von allen Paaren
den kleinsten Abstand d(x;, x;) = |x; — x;j| hat.

Einfacher Algorithmus: Bestimme unter allen (3) = ”'("2_1)

Paaren das dichteste Zahlenpaar (wie oben).

pP1 = X1
p2 ‘= X2
min = d(x1, x2)
fori:=1ton—1do
for j:=i+1to ndo
if d(x;,x;) < min
min := d(x;, x;) — Laufzeit: ©(n?)
P1 = Xi
p2 1= X; Geht es schneller?
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Dichtestes Paar einer Zahlenfolge

Scan-Line-Verfahren:

sort(xi, ..., Xn)
p1 = X1
P2 ‘= X2

min := d(x1, x2)
fori:=2ton—1do
if d(xj,xj+1) < min
min := d(xj, Xi+1)
p1 = X
P2 ‘= Xjt1

— Laufzeit: ©(n - log(n))
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Ubersicht

Algorithmische Geometrie

o Einleitung
@ Scan-Line-Prinzip

@ Konvexe Hiille

Effiziente Algorithmen Algorithmische Geometrie :: Scan-Line-Prinzip
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Scan-Line-Prinzip

o Lasse eine vertikale Linie, eine sogenannte Scan-Line, von
links nach rechts iiber eine gegebene Menge von Objekten in
der Ebene laufen.

— Damit zerlegt man ein zweidimensionales geometrisches
Problem in eine Folge eindimensionaler Probleme.

@ Wihrend man die Scan-Line iiber die Eingabemenge schwenkt,
halt man eine Vertikalstruktur L aufrecht, in der man sich alle
fiir das jeweils zu I6sende Problem benétigte Daten merkt.

@ Die Scan-Line teilt zu jedem Zeitpunkt die gegebene Menge
von Objekten in drei disjunkte Teilmengen:

@ die toten Objekte, die bereits vollstandig von der Scan-Line
tiberstrichen wurden

o die gerade aktiven Objekte, die gegenwartig von der Scan-Line
geschnitten werden

o die noch inaktiven Objekte, die erst kiinftig von der Scan-Line
geschnitten werden
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Ubersicht

Scan-Line-Prinzip:

@ Sichtbarkeitsproblem
@ Schnittproblem fiir iso-orientierte Liniensegmente
@ Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

@ Dichtestes Punktepaar in der Ebene
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Sichtbarkeitsproblem

Motivation: Bei der Kompaktierung héchst-integrierter
Schaltkreise miissen Abstandsbedingungen zwischen den relevanten
Paaren von Schaltelementen beachtet werden.

@ Die Schaltelemente werden abstrahiert durch horizontale

Liniensegmente.

@ Die relevanten Paare miissen zunachst bestimmt werden.
— Menge aller Paare, die sich gegenseitig sehen kdnnen.

Beispiel:

B

(B,D)

AB
C (A,B)

(D,E)

(A,C)

(B,C)

1 2 3 45 6 78 9 1011
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Sichtbarkeitsproblem

Definition: Zwei Liniensegmente s und s’ sind gegenseitig sichtbar,
wenn es eine vertikale Gerade gibt, die s und s’, aber kein anderes
Liniensegment zwischen s und s’ schneidet.

vorladufig: Alle x-Koordinaten der Anfangs-/Endpunkte sind
paarweise verschieden. Spater werden wir sehen, wie wir uns von
diesen Annahmen frei machen.

Einfacher Algorithmus: Stelle fiir alle (5) = @ Paare von
Liniensegmenten fest, ob sie gegenseitig sichtbar sind.

— Laufzeit ©(n?), falls der Test auf gegenseitige Sichtbarkeit
zweier Liniensegmente in konstanter Zeit erfolgt.

@ Frage: Wie testet man effizient, ob zwei Liniensegmente
gegenseitig sichtbar sind?
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Sichtbarkeitsproblem

Scan-Line-Algorithmus:

Q := Anfangs-/Endpunkte in aufsteigender x-Reihenfolge
L:=10
while @ # () do

% p := nachster Punkt aus @

x falls p ist linker Endpunkt von Segment s

I
So

S

Su

L
I
I
! Scan-Line

- flige s in L ein

- bestimme oberen Nachbarn s, von s in L

- bestimme unteren Nachbarn s, von s in L
- gib (s,s,) und (s, s,) als gegenseitig sichtbar aus
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Sichtbarkeitsproblem

Scan-Line-Algorithmus: (Fortsetzung)

x falls p ist rechter Endpunkt von Segment s

P ——
|

So

Su

J

I

|
. I
Scan-Line .
- bestimme oberen Nachbarn s, von s in L
- bestimme unteren Nachbarn s, von s in L

- entferne s aus L
- gib (so, s,) als gegenseitig sichtbar aus
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Sichtbarkeitsproblem

Ubung: Gegeben seien folgende horizontale Liniensegmente:

oW
s}
e>!

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

@ Bestimmen Sie mittels des Scan-Line-Verfahrens die
gegenseitig sichtbaren Paare von Liniensegmenten.

@ Geben Sie an jedem Haltepunkt der Scan-Line die
Datenstruktur L und die dortige Ausgabe an.

@ Kann es vorkommen, dass Paare doppelt ausgegeben werden?
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Sichtbarkeitsproblem

Implementierung:

@ Die Vertikalstruktur L wird als balancierter Suchbaum
implementiert, z.B. als Rot/Schwarz- oder AVL-Baum.

@ Die Operationen Einfiigen, Entfernen und Bestimmen von
Nachbarn werden gut unterstiitzt: logarithmische Zeit

@ Frage: Wieviele Elemente sind hochstens in L7?
Bemerkung: Es gibt nur 3n — 6 gegenseitig sichtbare Segmente.

o Stelle die Relation ,,ist gegenseitig sichtbar® als planaren
Graphen G = (V, E) dar.
o Jeder Knoten aus V reprasentiert ein Liniensegment,
o jede Kante aus E stellt ein gegenseitig sichtbares Paar dar.

@ Fiir einen planaren Graphen G = (V,E) gilt: £€<3-V -6
— Laufzeit O(n - log(n)), Platz O(n).
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Sichtbarkeitsproblem

Ubung: Welche Anderungen am Algorithmus sind nétig, wenn wir
uns von der Annahme befreien wollen, dass alle Anfangs- und
Endpunkte verschiedene x-Koordinaten haben miissen?

Es wéren also folgende Situationen méglich:

e ---D
A---——
B----—e

C---——
-G

X e—---D
A---—
B----—e

C----———e
Z e—---G

Andert sich durch die Anderungen die asymptotische Laufzeit?
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Ubersicht

Scan-Line-Prinzip:

@ Sichtbarkeitsproblem
@ Schnittproblem fiir iso-orientierte Liniensegmente
@ Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

@ Dichtestes Punktepaar in der Ebene
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Schnitt iso-orientierter Liniensegmente

Schnittproblem fiir iso-orientierte Liniensegmente:

gegeben: Eine Menge von n vertikalen und horizontalen
Liniensegmenten in der Ebene.

gesucht: Alle Paare sich schneidender Segmente.

vorldufig: Alle x-Koordinaten der Anfangs-/Endpunkte sowie der
vertikalen Segmente sind paarweise verschieden.

Idee: Wenn man sich in der Vertikalstruktur L stets die gerade
aktiven horizontalen Segmente merkt, und man dann auf ein
vertikales Segment s trifft, dann kann s nur mit den gerade aktiven
Elementen Schnittpunkte haben.
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Schnitt iso-orientierter Liniensegmente

Scan-Line-Algorithmus:

Q := Anfangs-/Endpunkte horizontaler Segemente und vertikale
Segmente in aufsteigender x-Reihenfolge

L:=10

while Q # ) do
% p := nachster Punkt aus @

x falls p ist linker Endpunkt des horizontalen Segments s
- fiige s in L ein
x falls p ist rechter Endpunkt des horizontalen Segments s

- entferne s aus L

x falls p ist x-Wert eines vertikalen Segments s mit unterem
Endpunkt y, und oberem Endpunkt y,
- bestimme alle horizontalen Segmente t € L mit
yu < y(t) < yo und gib (s, t) aus
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Schnitt iso-orientierter Liniensegmente

Ubung: Gegeben seien folgende iso-orientierte Liniensegmente:

6 5 .

5 Ag | o Gg E | ,

4| Bg | o o® T o

3 L ] l

2 Co I .
1 l { ]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

@ Bestimmen Sie mittels des Scan-Line-Verfahrens die
Schnittpunkte der Liniensegmente.

@ Geben Sie an jedem Haltepunkt der Scan-Line die
Datenstruktur L und die dortige Ausgabe an.
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Schnitt iso-orientierter Liniensegmente

Implementierung:

@ Die Vertikalstruktur L wird als balancierter Blattsuchbaum
implementiert, z.B. als Rot/Schwarz- oder AVL-Baum, dessen
Blatter verkettet sind.

e Einfiigen und Entfernen ist in Zeit O(log(n)) moglich.

@ Bereichsanfragen kénnen in Zeit O(log(n) + r) beantwortet
werden, wobei r die Anzahl der Elemente in dem angefragten
Bereich ist.

— Laufzeit: O(n - log(n) + k), wobei k die Anzahl der
Schnittpunkte insgesamt ist.

Platzbedarf: O(n)
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Schnitt iso-orientierter Liniensegmente

Ubung: Welche Anderungen am Algorithmus sind nétig, wenn wir
uns von der Annahme befreien wollen, dass alle Anfangs- und
Endpunkte sowie die vertikalen Segmente verschiedene
x-Koordinaten haben miissen?

Andert sich dadurch die asymptotische Laufzeit?
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Ubersicht

Scan-Line-Prinzip:

@ Sichtbarkeitsproblem
@ Schnittproblem fiir iso-orientierte Liniensegmente
o Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

@ Dichtestes Punktepaar in der Ebene
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Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

gegeben: Eine Menge von n Liniensegmenten.
gesucht: Alle Paare sich schneidender Segmente.

Vereinbarung: A liegt x-oberhalb von B,
wenn die vertikale Gerade durch x sowohl A
als auch B schneidet und der Schnittpunkt
von x mit A oberhalb des Schnittpunktes von
x mit B liegt. Schreibweise: A 1, B

vorlaufig:

@ Es gibt keine vertikalen Liniensegmente.

@ In jedem Punkt schneiden sich héchstens zwei Segmente.

@ Alle Anfangs-/Endpunkte haben paarweise verschiedene
x-Koordinaten.
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Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

Beobachtung: Wenn sich zwei Liniensegmente A und B schneiden,
dann gibt es eine Stelle x links vom Schnittpunkt, so dass A und B
in der Ordnung T unmittelbar aufeinanderfolgen.

Hier geht die Voraussetzung ein, dass sich in jedem Punkt
hochstens zwei Segmente schneiden.
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Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

Scan-Line-Algorithmus:

Q := Anfangs-/Endpunkte in aufsteigender x-Reihenfolge
L:=10
while @ # ) do

x p := nachster Punkt aus Q

x falls p ist linker Endpunkt von Segment s

- fiige s entsprechend 1, x in L ein

- bestimme oberen Nachbarn s, von s in L
- bestimme unteren Nachbarn s, von s in L
- fiige ggf. sN's, bzw. sN's, in Q ein
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Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

Scan-Line-Algorithmus: (Fortsetzung)

x falls p ist rechter Endpunkt von Segment s

>1(

>
ap---

WP - -
W > -
>

- bestimme oberen Nachbarn s, von s in L
- bestimme unteren Nachbarn s, von s in L
- entferne s aus L

- fige ggf. Schnittpunkt s, N's, in @ ein
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Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

Wenn die Scan-Line einen Schnittpunkt

zweier Segmente A und B passiert, dann | B
wechseln A und B ihren Platz in L, damit ‘ | 1 C
die lokale Ordnung der Vertikalstruktur L A A B~ A
korrekt bleibt. B A

Scan-Line-Algorithmus: (Fortsetzung)

* falls p Schnittpunkt von s und t ist mit s 75 t
- gib (s, t) mit Schnittpunkt p aus
- vertausche s und t in L
- bestimme oberen Nachbarn t, von t in L
- fiige ggf. Schnittpunkt t Nt, in Q ein
- bestimme unteren Nachbarn s, von s in L
- fiige ggf. Schnittpunkt sN's, in @ ein
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Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

Ubung: Gegeben seien folgende Liniensegmente:

HoON W ks Ol 9

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

@ Bestimmen Sie mittels des Scan-Line-Verfahrens alle
Schnittpunkte der Liniensegmente.

@ Geben Sie an jedem Haltepunkt der Scan-Line die
Datenstruktur L und die dortige Ausgabe an.
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Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

Implementierung:

@ @ wird als balancierter Suchbaum implementiert:

@ Fiige Schnittpunkt S nur ein, falls noch nicht vorhanden.
@ Suchen, Einfiigen, Entfernen und Bestimmen des kleinsten
Wertes werden gut unterstiitzt: logarithmische Laufzeit

@ L wird ebenfalls als balancierter Suchbaum implementiert:

@ Einfligen, Entfernen und Bestimmen von direkten Nachbarn
werden gut unterstiitzt: logarithmische Laufzeit

@ Platz: O(n+ k), wobei k die Anzahl der Schnittpunkte ist.
@ Die Schleife wird fiir k Schnittpunkte hochstens (2n + k)-mal
durchlaufen und wir erhalten als Laufzeit: O((n + k) - log(n))

Frage: Wenn der Platzbedarf O(n + k) ist, misste die Laufzeit
dann nicht O((n + k) - log(n + k)) sein?
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Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

Bemerkung:

o Die Komplexitaten sind nur akzeptabel fiir kleine Wert von k.
o Es gibt Verfahren® mit Laufzeit O(n - log(n) + k).

Platzersparnis: Speichere nicht alle Schnittpunkte.

@ Wir nehmen fiir jedes aktive Liniensegment s nur den am
weitesten links liegenden Schnittpunkt in @ auf.

@ Wird ein weiter links liegender Schnittpunkt mit Segment s
gefunden, so wird dieser eingefiigt und der alte entfernt.

@ Um fiir jedes aktive Segment s leicht feststellen zu kdnnen, ob
schon ein Schnittpunkt in @ enthalten ist, an dem s beteiligt
ist, vermerke zu s einen Zeiger auf den Schnittpunkt.

— Platz: O(n)

®Chazelle, Edelsbrunner: An optimal algorithm for intersecting line segments
in the plane. J ACM, 1992,
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Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

Um die vereinfachenden Annahmen fallen lassen zu kdnnen, sind
bspw. folgende Anderungen am Algorithmus notig:

1. Anfangs- und Endpunkte haben gleiche x-Koordinaten.

o Transformation des Koordinatensystems: Einteilung der Punkte
in Gruppen mit gleicher x-Koordinate.

@ Jeweils vom oberen Punkt einer Gruppe zum unteren Punkt
der benachbarten rechten Gruppe eine Gerade legen. Sei «v der
kleinste Winkel einer solchen Geraden mit der y-Achse.

o Drehe Koordinatensystem um «a//2 entgegen den Uhrzeigersinn.
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Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

2. Schnittpunkte kdnnen aber noch mit Anfangs- oder
Endpunkten zusammen fallen:

@ Bearbeite zunichst die linken Endpunkte, dann die
Schnittpunkte und danach die rechten Endpunkte.

3. In einem Punkt schneiden sich mehr als zwei Segmente.
o Verfahre wie bisher und teste jedes

neu entdeckte Segment auf Schnitt A
mit seinen beiden Nachbarn.

@ Ordne die Schnittereignisse in @ L
lexikographisch an. P

o Berichte den mehrfachen Schnitt #4284 ©
und invertiere die Reihenfolge der ccoe ¢
beteiligten Segmente en bloc. E A

Andert sich durch diese Anderungen die asymptotische Laufzeit?
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Ubersicht

Scan-Line-Prinzip:

@ Sichtbarkeitsproblem
@ Schnittproblem fiir iso-orientierte Liniensegmente
@ Allgemeines Liniensegment-Schnittproblem

@ Dichtestes Punktepaar in der Ebene
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Dichtestes Punktepaar in der Ebene

Kommen wir zuriick zu unserem anfang-
lichen Problem.

Wenn r mit einem Punkt p links von r ein
Paar bilden soll, dann muss p im Innern
des senkrechten Streifens der Breite min
liegen.

se

.
kel

e e

'-s

'E.
5

Wir merken uns in L die Punkte innerhalb °*

des Streifens.

Die Datenstruktur L muss aktualisiert
werden, wenn

L]
e

@ der linke Streifenrand iiber einen Punkt hinweg wandert.
— Der betroffene Punkt wird aus L entfernt.
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Dichtestes Punktepaar in der Ebene

@ der rechte Streifenrand (Scan-Line) auf einen neuen Punkt
stoBt.

— Der neue Punkt muss in L aufgenommen werden und es ist zu
testen, ob der neue Punkt mit einem der Punkte innerhalb des
Streifens einen Abstand kleiner als min hat.

falls ja: min und die Streifenbreite miissen auf den neuen Wert
verringert werden. Das wiederum kann eine Folge von
Ereignissen des ersten Typs bedeuten.

oben: Der Streifen schrumpft auf die Breite d(p, r), wenn die
Scan-Line Punkt r erreicht. Der linke Streifenrand springt dann
tiber Punkt o hinweg.
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Dichtestes Punktepaar in der Ebene

Punkte betreten und verlassen den Streifen in der Reihenfolge von
links nach rechts:

@ Wir sortieren daher die Punkte nach aufsteigenden
x-Koordinaten und speichern sie in einem Array.

@ Wir testen dabei, ob bei Punkten mit gleichem x-Wert auch
die y-Koordinate iibereinstimmt. (falls ja — terminiere)

Wir arbeiten mit zwei Positionen [ und r:

@ Q[/]: der am weitesten links liegende Punkt im senkrechten

Streifen
® Q[r]: nachster Punkt, auf den die Scan-Line treffen wird

— Q[/] verlasst den Streifen, wenn Q[/].x + min < Q[r].x gilt.
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Dichtestes Punktepaar in der Ebene

Scan-Line-Algorithmus:

Q := Folge der n Punkte in aufsteigender x-Reihenfolge
L:={p1,p2}

min := d(p1, p2)

=1

r:=3

while r < n do

« if Q[/].x + min < Q[r].x then
- entferne Q[/] aus L
li=1+1

* else
- min := MinDist(L, Q[r], min)
- fuge Q[r] in L ein
-r:=r+1
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Dichtestes Punktepaar in der Ebene

MinDist(L, r, min) liefert die minimale Distanz vom neuen Punkt r
auf der Scan-Line zu allen iibrigen Punkten im senkrechten Streifen
L, oder ggf. den bisherigen Wert min.

Inspiziere nur diejenigen Punkte im Streifen, deren
y-Koordinate um hochstens min oberhalb oder un-
terhalb von r.y liegen.

L muss Einfiigen und Entfernen von Punkten sowie
Bereichsanfragen unterstiitzen:

nach y-Koordinaten geordneter, balancierter Such-
baum mit doppelt verketteten Blattern

Platz: O(n)  (es werden nur Punkte gespeichert)
Zelt: 177
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Dichtestes Punktepaar in der Ebene

Zeit: .
O(n - log(n) + Z ki)
i=1

denn:

@ Die while-Schleife wird n-mal durchlaufen.
@ Einfiigen in bzw. entfernen aus L erfolgt in Zeit O(log(n)).

@ Der j-te Aufruf von MinDist kostet Zeit O(log(n) + k;), dabei
bezeichnet k; die GroBe der Antwort der i-ten Bereichsanfrage.

Abschatzung:

@ naiv: Fiir k; < i ergibt sich als Laufzeit O(n?).
@ bessere Abschatzung 777
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Dichtestes Punktepaar in der Ebene

Idee fiir bessere Abschatzung:

@ Alle Punkte links der Scan-Line, insbesondere die im Rechteck,
haben einen Abstand von mindestens min voneinander.

— Es passen nicht allzuviele Punkte ins Rechteck hinein!

Lemma: Sei M > 0 und P eine Menge von Punkten in der Ebene,
von denen je zwei mindestens den Abstand M voneinander haben.
Dann enthalt ein Rechteck mit Kantenlangen M und 2M
hochstens 10 Punkte aus P.

Damit gilt k; < 10 fiir alle i und wir erhalten als Laufzeit des
Verfahrens: O(n - log(n))
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Dichtestes Punktepaar in der Ebene

Beweis:
Nach Voraussetzung gilt: Die Kreisumgebungen y
Um/2(p) der Punkte p € P sind paarweise disjunkt. M/2 M

Liegt der Punkt p im Rechteck R, so ist mindestens - -------
% der offenen Kreisscheibe in R enthalten.

Durch Flachenberechnung ergibt sich, dass das
Rechteck R hochstens

Fliche(R) 2M? 32
- - — = =— <11
Fliche Viertelkreis %77(%)2 T

viele Punkte aus P enthalten kann!
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Dichtestes Punktepaar in der Ebene

Bemerkung: Obiges Lemma ist auch fiir 6 Punkte korrekt!

1
2M
-

Teile das Rechteck R in sechs gleich groBe
Rechtecke mit Kantenlange %M und %M ein.

el
=

Zwei Punkte in einem der Rechtecke kdnnen
hochstens so weit voneinander entfernt sein, wie
seine Diagonale lang ist, also hdochstens

) () = 3w <

Also kann in jedem Rechteck hochstens ein Kreismittelpunkt sein.
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Ubersicht

Algorithmische Geometrie

o Einleitung
@ Scan-Line-Prinzip

@ Konvexe Hiille
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Konvexe Hiille

Definition:
@ Eine Menge S C R? heiBt konvex, wenn fiir je zwei Punkte
p,q € S auch pg C S gilt.

@ Die konvexe Hiille CH(S) von S ist die kleinste konvexe
Menge, die S enthilt.

Anschaulich:
@ Lege ein groBes Gummiband um alle
Punkte und lass es los!
— hilft algorithmisch leider gar nicht
In der Mathematik:

@ Definiere CH(S) := N C.
CDS:C konvex

— hilft leider auch nicht
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Konvexe Hiille

Motivation: Die konvexe Hiille hat deutlich weniger Punkte als das
Original, wodurch sich Rechenzeit sparen lasst.

o Kollisionstest bei Computerspielen:
o Zunichst mit den konvexen Hiillen der Objekte auf Kollision
testen.
@ Wenn zwei Hiillen sich nicht beriihren, dann beriihren sich
auch die Ausgangsformen nicht.

@ Sichtbare Flachen beim Rendern:

o Zunichst die Umgebung darstellen, danach die konvexen
Hiillen der Figuren.

@ Wenn die Hiille einer Person nicht sichtbar ist, rendern wir die
komplexe Figur nicht.
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Graham Scan

3
:\3/. 1'/;\'3

Linksdrehung Rechtsdrehung
Algorithmus:

x Suche einen Punkt p mit kleinster y-Koordinate. Falls es
mehrere gibt, wahle den mit kleinster x-Koordinate.
x Sortiere alle Punkte aufsteigend nach Winkeln zu einer ge-
dachten Horizontalen mit Anfang p.
*Vi=p
* solange next(v) # p tue
falls [v, next(v), next(next(v))] ist Linksdrehung dann
- v := next(v)
sonst
- |6sche next(v)
- v = pred(v)
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Graham Scan

gegeben: Drei Punkte pg, p1, p» € R2.
Frage: Ist der Weg pg, p1, p2 eine Linksdrehung?

moo A

! dX1 2 dX2
dx1 = p1.X— po-X dxp = p2.x— po.-X
dyi = p1y —poy dy» = p2.y —po-y

— | Linksdrehung, wenn my < mop

d d t:
Problem, falls dx; = 0 oder dx, = 0! oder anders gesag
Multipliziere beide Seiten mit dxy - dxo: pox poy 1
prx pry 1|>0
s me = dde < e da p2.x p2.y 1

Effiziente Algorithmen Algorithmische Geometrie :: Konvexe Hiille 1057 / 1138



Graham Scan

Was ist, wenn die drei Punkte auf einer Geraden liegen, also
mp = m2?

(@) (2) (3)

(1) o.k. fiir Graham-Scan
(2) popil = |pop2| <= dx§ + dyf > dxg + dy3
(3) dx1 - dxp <0 oder dy; -dy, <0
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Graham Scan
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Graham Scan
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Graham Scan

o4
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Graham Scan
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Graham Scan
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Graham Scan
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Graham Scan
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Graham Scan
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Graham Scan
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Graham Scan
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Graham Scan
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Graham Scan

Implementierung:

@ Die Punkte werden in einer doppelt verketteten Liste mit
next- und pred-Zeigern gespeichert.

Komplexitat:

o Laufzeit: O(n - log(n))
o Platz: O(n)
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Package Wrapping

auch Jarvis' March genannt:

x Suche einen Punkt p mit kleinster y-Koordinate. Falls meh-
rere existieren: Wahle den mit kleinster x-Koordinate.
/o
xp i=p
* solange (p’ ist kein Punkt mit groBter y-Koordinate) tue
- Suche p”, so dass p’p” den kleinsten Winkel zu p’q
hat, wobei y(q) = y(p’) und x(q) > x(p') gilt.
- fiige p” in CH(S) ein
p=p
* solange (p’ # p) tue L
- Suche p”, so dass p’p” den kleinsten Winkel zu p'q
hat, wobei y(q) = y(p’) und x(q) < x(p’) gilt.
- fiige p” in CH(S) ein
p=p
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Package Wrapping
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Package Wrapping
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Package Wrapping
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Package Wrapping
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Package Wrapping
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Package Wrapping
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Package Wrapping
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Package Wrapping

Implementierung:

@ Durch die getrennte Berechnung des linken und rechten Teils
der konvexen Hiille ist es moglich, die kleinsten Winkel zu
berechnen, ohne trigonometrische Funktionen zu verwenden.
Dabei wird auf die Idee der Linksdrehung zuriick gegriffen.

Komplexitat:
o Laufzeit: O(|CH| - n)

o Wenn alle Punkte auf der konvexen Hiille liegen: O(n?)

e Platz: O(n)
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Interior Elimination

Package Wrapping bzw. Jarvis’ March kann beschleunigt werden,
wenn zuerst einige der Punkte, die sicher nicht zur konvexen Hiille
gehoren, aus der Punktemenge P entfernt werden.

@ Bei gleichverteilten x,y-Werten
bleiben im Mittel nur O(y/n)
Punkte erhalten.

@ |Im worst-case ergibt sich keine
Verbesserung.

Fragen:

@ Wie findet man effizient die 4 Punkte auf der konvexen Hiille?
@ Wann liegt ein Punkt innerhalb des Vierecks?

@ Wie entfernt man effizient die Punkte innerhalb des Vierecks
aus der Punktemenge P?
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Interior Elimination

Wie findet man effizient die 4 Punkte auf der konvexen Hiille?

= \V] w L [}
. . AN R

o fiir pa gilt: pa.x+ pa.y > gx+q.yVgeP
o fiir pg gilt: pg.x—pg.y > gx—q.y Vge P
o fiir pc gilt: pc.x+pc.y <gx+qyVgeP
o fiir pp gilt: pp.x—pp.y < gx—q.y Vg€ P

Effiziente Algorithmen Algorithmische Geometrie :: Konvexe Hiille 1082 / 1138



Interior Elimination

Wann liegt ein Punkt g innerhalb des Vierecks?

5
4 )
\\
3 aq
2
PC —

Effiziente Algorithmen

e ¢ ¢ ¢

Algorithmische Geometrie :: Konvexe Hiille

PA, PB, q ist Rechtsdrehung
P8, Pc, q ist Rechtsdrehung
pc, PD, q ist Rechtsdrehung
PD, PA, q ist Rechtsdrehung
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Interior Elimination

Wie entfernt man effizient die Punkte innerhalb des Vierecks aus
der Punktemenge P?

@ Wir gehen davon aus, dass die Punkte in einem Array
gespeichert sind.

@ Algorithmus:
=1
last :=n
solange i < last tue
falls p; innerhalb des Rechtecks ist, dann

. swap(p,-, plast)
- last ;= last — 1
sonst

cii=i+1

Effiziente Algorithmen Algorithmische Geometrie :: Konvexe Hiille 1084 / 1138



Divide and Conquer

@ Divide: Teile P = {p1,...,pn} auf in zwei etwa gleich groBe
Mengen P1 = {p1,...,P[ny21} und P2 = {prn 2141, - -+ Pn}-
o Conquer: Berechne CH(P1) und berechne CH(P>) rekursiv.
@ Merge: Finde einen Punkt p innerhalb von CH(Py).
@ falls p innerhalb von CH(P,) liegt:

Mische CH(Py) und CH(P,) zu einer ,
Sortierung nach Winkeln bzgl. eines NN
Segments mit Endpunkt p.

& sonst liegt p auBerhalb von CH(P,):

Bestimme den Keil von p und g1, g» .
aus CH(P»), so dass alle Punkte aus P,

in diesem Keil liegen. Mische CH(P;) ¢

und die duBere Kontur von CH(P>). .

@ Wende auf die gemischte Liste Graham Scan an.
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Divide and Conquer

Anmerkungen:

@ Das Mischen der beiden konvexen Hiillen erfolgt in Zeit
O(ICH(P1)| + |CH(P2)]) = O(n).

@ Die Anwendung von Graham Scan benétigt nur Zeit O(n), da
das Sortieren nach Winkeln entfillt.

@ Die Entscheidung, ob ein Punkt innerhalb oder auBerhalb
eines Polygons liegt, kann in Zeit O(n) getroffen werden:

& Anzahl Schnittpunkte ungerade:
p liegt innerhalb

/\ /\ /\
@ sonst: p liegt auBerhalb , v v

@ Komplexitat:
o Laufzeit: T(n) =2-T(5)+ O(n) = O(n-log(n))
@ Platz: O(n)
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Divide and Conquer

Es ist wichtig, dass der Punkt p, mit dessen Hilfe die Sortierung
der Winkel erfolgt, innerhalb, oder zumindest auf der zu
bestimmenden konvexen Hiille liegt.

p liegt auBerhalb der zu berechnenden
konvexen Hiille:

Es ergibt sich ein geschlossener Weg, bei
dem sich einige Kanten schneiden. Unge-
eignet fiir Graham Scan.

p liegt innerhalb der zu berechnenden
konvexen Hiille:

Es ergibt sich ein geschlossener Weg, bei
dem sich keine Kanten schneiden. Geeig-
net fiir Graham Scan.
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Ubersicht
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Effiziente Algorithmen
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Ubersicht

Randomisierte Algorithmen

@ Matrixmultiplikation
o ldentitatstest

@ Primzahltest
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Motivation

Ein randomisierter Algorithmus trifft wahrend seiner Ausfiihrung
gewisse Entscheidungen zufallig:

@ Las Vegas Algorithmen liefern immer korrekte Ergebnisse, die
Berechnung erfolgt mit hoher Wahrscheinlichkeit effizient.
Einsatz, wenn der Algorithmus schlechte worst-case Laufzeit

hat, der ungiinstige Fall aber nur selten auftritt und durch die
Randomisierung sehr unwahrscheinlich gemacht werden kann.

o randomisierte Medianberechnung
o randomisierter Quicksort
@ Monte Carlo Algorithmen sind sehr effizient, aber das
Ergebnis ist nur mit hoher Wahrscheinlichkeit korrekt.

Einsatz, wenn kein effizienter deterministischer Algorithmus
fiir das Problem bekannt ist.”

@ Primzahltest

"Fiir NP-vollstindige Probleme sind keine effizienten randomisierten

Algorithmen bekannt.
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Verifikation von Matrixmultiplikationen

Eingabe: drei n x n-Matrizen A, B und C
Ausgabe: C=A-Boder C£A-B

wiahle zufélligen Vektor r € {0,1}"

x:=B-r
y=A-x
z=C-r
ify=z

return “gleich”
return “ungleich”

Monte Carlo Algorithmus:

o Fiir den Fall C = A - B ist die Ausgabe immer korrekt, da
dann natiirlich auch C-r=A- (B - r) gilt.

o Aber falls C # A - B gilt, kann filschlicherweise C = A- B
ausgegeben werden, z.B. falls r der Nullvektor ist.
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Verifikation von Matrixmultiplikationen

Laufzeit:

@ Um das Ergebnis einer Matrixmultiplikation zu kontrollieren,
kann man die Matrixmultiplikation einfach wiederholen:

@ Der Algorithmus von Coppersmith und Winograd aus dem
Jahre 1990 mit der Laufzeit O(n*37%) ist das zur Zeit
schnellste Verfahren, zwei n x n-Matrizen zu multiplizieren.

o Aufgrund zu groBer Konstanten wird praktisch aber eher die
Matrixmultiplikation nach Strassen mit Laufzeit O(n?8%7-)
eingesetzt.

@ Der randomisierte Algorithmus hat eine Laufzeit von O(n?),
da die Matrizen nur mit einem Vektor multipliziert werden.
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Verifikation von Matrixmultiplikationen

Fehlerwahrscheinlichkeit: Sei C # A - B.

o Es gibt 27 viele Mdoglichkeiten fiir den Vektor r.

@ Wir zeigen: Es gibt mindestens % = 2"~1 Vektoren r, die die
Ungleichheit bezeugen, fiir die also A- (B -r) # C - r gilt.
= Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist hochstens %

Zunichst schreiben wir um:

A-(B-r)y#C-r A-(B-r)—C-r#0

e

— (A-B-C)-r#0
Die Matrix A- B — C ist auch eine n x n-Matrix, die wir im
Folgenden mit D bezeichnen, also D := A-B — C.

Damit C # A - B ausgegeben wird, muss mindestens ein Eintrag in
D ungleich 0 sein.

Effiziente Algorithmen Randomisierte Algorithmen :: Matrixmultiplikation 1093 / 1138



Verifikation von Matrixmultiplikationen

Sei djj # 0 der Eintrag in D, der nicht Null ist. Wieviele Vektoren r
gibt es, fiir die D - r # 0 ist?

Wir werden zeigen, dass es bereits 2n=1 \/ektoren r gibt, fir die
der Eintrag v; des Produktvektors D - r = v ungleich 0 ist:

v, = r]_-di1+...+fj'dij'+.--+rn‘di
= Z re - dy = Z rk'dik+rj‘di'
ke{1,...,n} ke{l,...,n}—{j}
=X

Fiir eine feste Wahl von r ergibt sich:
vi=x+dj-r
Da wir rj € {0,1} wahlen, erhalten wir also:
vi=x+dj-1=x+dj oder vi=x+dj-0=x
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Verifikation von Matrixmultiplikationen

Da djj # 0 ist, sind v; = x + dj; und v; = x verschiedene Zahlen.

@ Es konnen nicht beide Zahlen gleich Null sein, eine der beiden
Zahlen muss ungleich Null sein.

@ Wir konnen also n — 1 Eintrdge des Vektors r beliebig wihlen,
und anschlieBend durch die Wahl von r; immer dafiir sorgen,
dass D - r # 0 ist.

Da n — 1 Eintrage von r beliebig gewahlt werden kdnnen, gibt es
mindestens 271 Vektoren r, die D - r # 0 zeigen.
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Verifikation von Matrixmultiplikationen

Wir konnen die Fehlerwahrscheinlichkeit reduzieren, indem wir den
Algorithmus mehrmals ausfiihren:

@ Der Algorithmus berechnet das korrekte Ergebnis mit einer
Wahrscheinlichkeit von 1. Die Wahrscheinlichkeit zweimal ein

2
falsches Ergebnis zu berechnen ist also héchstens % . % = %.

@ Allgemein: Die Wahrscheinlichkeit k-mal ein falsches Ergebnis
zu berechnen ist hochstens 2—1k
— Das Ergebnis nach k-maligem Ausfiihren des Algorithmus ist

also mit Wahrscheinlichkeit 1 — 2%( korrekt.

Wiederholungen | Fehlerwahrscheinlichkeit

10 s < 0,001
20 s < 0,000001
30 >0 < 0,000000001
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Ubersicht

Randomisierte Algorithmen

@ Matrixmultiplikation
@ Identititstest

@ Primzahltest

Effiziente Algorithmen Randomisierte Algorithmen :: ldentititstest
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Identitatstest

Motivation: Wir haben zwei entfernte Rechner mit Datenbanken,
die urspriinglich den gleichen Inhalt haben. Anderungen am
Datenbestand sollten immer auf beiden Rechnern ausgefiihrt
werden. Nach einiger Zeit wollen wir iiberpriifen, ob die
Datenbanken tatsichlich dieselben Datenbestdnde aufweisen.

@ gegeben: Zwei Zeichenketten x = (x1,...,x,) und
y = (¥1,.-.,yn) iber dem Alphabet {0,1}. Bei
Gen-Datenbanken ist n = 10%° eine realistische GroBe.

@ gesucht: Ein Kommunikationsprotokoll, das x = y oder x # y
feststellt.

Das triviale Protokoll, dass den kompletten Inhalt der einen
Datenbank an den anderen Rechner schickt, ist beweisbar das
beste deterministische Protokoll.
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Identitatstest

Zu einer Zeichenkette x € {0,1}" sei value(x) definiert als:
n
value(x) = 22”*"»(,-
i=1

randomisiertes Protokoll:

@ Rechner Ry wahlt eine Primzahl aus der Menge aller
Primzahlen kleiner gleich n?. Jede Primzahl dieser Menge hat
die gleiche Wahrscheinlichkeit gewahlt zu werden.

@ Rj berechnet die Zahl s = value(x) mod p und schickt die
Binardarstellung von s und p an Rechner R».

@ Nach dem Empfang von s und p berechnet Rechner R, den
Wert t = value(y) mod p.

Weil s < p < n? ist, ist die Lange der biniren Nachricht:
2- Hng(”zﬂ =4 [logy(n)]
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Identitatstest

Das randomisierte Protokoll kann sich irren: Fiir n =5 und
p = 7 < 5° und die folgenden, unterschiedlichen Werte x und y
liefert das Protokoll die Antwort “gleich”.

x = 01111 value(x) =15 15mod7 =1
y = 10110 value(y) =22 22mod7 =1

Die Frage ist: Wieviele schlechte Primzahlen p kleiner gleich n?
gibt es, so dass

value(x) mod p = value(y) mod p

gilt, obwohl x und y verschieden sind?
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Identitatstest

Fiir x = (x1,...,xp) und y = (y1,...,¥n) aus {0,1}" sei
PRIM(n?) := {p ist eine Primzahl | p < n?}

und sei prim(n?) die Anzahl der Elemente in PRIM(n?). Aus der
Zahlentheorie kennen wir den Primzahlsatz:
im prim(m) _
n—oo m/ In(m)
Und wir wissen, dass

prim(m) > T

In(m)

fiir alle Zahlen m > 67 gilt.
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Identitatstest

Wenn das Protokoll eine falsche Antwort liefert, dann gilt
s = value(x) mod p = value(y) mod p

obwohl x # y ist. Anders ausgedriickt: p ist eine schlechte
Primzahl zur Eingabe (x, y), wenn

value(x) = x' - p+s und value(y)=y -p+s

ist. Wir formulieren das um und erhalten: p ist eine schlechte
Primzahl zur Eingabe (x,y), wenn

value(x) — value(y) =x"-p—y - p=("=y")-p

gilt, also wenn p die Zahl |value(x) — value(y)| teilt.
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Identitatstest

Auch die Zahl w := |value(x) — value(y)| hat nur die bindre Lange
n und daher gilt:

w = |value(x) — value(y)| < 2"
Betrachten wir die eindeutige Primfaktorzerlegung
w=ptpse... o pk

der Zahl w. Da die einzelnen Faktoren alle verschieden sind, gilt
k < n, denn sonst wiirde

w=p-p-...opr>1-2-3-....n=n>2"

gelten, was fiir alle Zahlen n > 4 ein Widerspruch zu w < 2" waére.
Es gibt also nur n — 1 schlechte Primzahlen, solche die w teilen,
fir die Eingabe (x, y).
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Identitatstest

Da jede Primzahl aus {2,3,...,n?} die gleiche Wahrscheinlichkeit
hat, gewahlt zu werden, ist die Wahrscheinlichkeit ein schlechtes p
zu wahlen, hochstens

n—1 n—1 In(n?) _ 2-1In(n)
prim(n2) = n2/In(n2) = n n

fiir n > 9, was fiir unsere Gen-Datenbank mit n = 10! Bit
hoéchstens
0,36892 - 10~

ist. Auch hier kann durch mehrmaliges Wiederholen die
Fehlerwahrscheinlichkeit weiter reduziert werden.
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Ubersicht

Randomisierte Algorithmen

@ Matrixmultiplikation
o ldentitatstest

@ Primzahltest
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Primzahltest

Erinnerung: berechne gréBten gemeinsamen Teiler nach Euklid

int ggT(int a, int b) {
if (b == 0)
return a;
return ggT(b, a % b);
}

erster Versuch eines Primzahltests:

Eingabe: ne€ N
wahle a € {2,3,...,n— 1} zufillig
wenn ggT(a, n) # 1 ist, dann Ausgabe: nicht prim

schlechter Test: Sei n = p - g das Produkt zweier Primzahlen p, q.
Dann wird p oder g nur mit Wahrscheinlichkeit % gewahlt. Also
waren Q(n) viele Stichproben nétig, um einen Zeugen zu finden,
das Ergebnis ware also mit hoher Wahrscheinlichkeit falsch.
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Primzahltest

kleiner Satz von Fermat: Sei p eine Primzahl, und sei a eine
beliebige Zahl aus {2,3,...,p — 1}. Dann gilt: ' = 1 mod p

Fermatscher Primzahltest:

Eingabe: n € N
for k := 1 to anz do
wahle a € {2,3,...,n— 1} zufillig
falls ggT(a, n) # 1 oder a" ! mod n # 1
dann Ausgabe: n ist keine Primzahl und Stop
Ausgabe: n ist wahrscheinlich Primzahl

Rechenregeln: [a + b], = [a]n ©n [b]n und [a- b], = [a]n ©n [b]n

(a+b)modn = ((amod n)+ (bmod n)) mod n
(a-b)modn = ((amod n)-(bmodn))modn
(@®) mod n = ((a%? mod n) - (a2 mod n)) mod n
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Primzahltest

Um die Fehlerwahrscheinlichkeit des Primzahltests bestimmen zu
konnen, bendtigen wir noch einige Vorarbeiten.

Lemma: (Teilbarkeit der Binomialkoeffizienten)

Sei n eine Primzahl. Dann gilt: n teilt (Z) firk=1,...,n—1.

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=5 1 5 10 10 5 1

n=6 1 6 15 20 15 6 1

n=7 1 7 21 35 35 21 7 1

n=8 1 8 28 5 70 56 28 8 1
n=9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
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Primzahltest

Beweis: Nach Definition der Binomialkoeffizienten gilt:

(W) ="y

Der Zahler ist offensichtlich durch n teilbar. Der Nenner enthalt
nur Werte kleiner als n. Da n Primzahl ist, kiirzt sich daher kein
Wert des Nenners mit n.

Anders sieht es aus, wenn n = p - k zusammengesetzt ist, wobei p
und k teilerfremd sind. Dann gilt:

(n) _ pK-(pk—1)-...-(pk—k+1)
k) K-(k—1)-...-1
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Primzahltest

kleiner Satz von Fermat: Sei p eine Primzahl, und sei a eine
beliebige Zahl aus {2,3,...,p — 1}. Dann gilt: ' = 1 mod p

Beweis:

(a+1)p:ap+( p1>ap_1+( p2>ap_2+...+<llj>a+l
p— p—

Nach obigem Lemma sind die Binomialkoeffizienten (’;) fiir
k=1,...,p—1durch p teilbar, also gilt: (a+ 1)? = a” + 1 mod p

Wir zeigen induktiv, das damit aP = a mod p gilt:

@a=1 2°P=1P+1modp—2P=2modp
@a=2 3F=2P+1modp—3°P=3modp

Ist a nicht durch p teilbar, dann teilen wir durch a und es gilt:

a’=amodp < a1 =1modp
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Primzahltest

Problem: Es gibt Zahlen n € N, so dass a"~! = 1 mod n fiir eine
Zahl a € {2,3,...,n— 1} gilt, die Zahl n aber keine Primzahl ist.
Solche Zahlen nennt man fermatsche Pseudo-Primzahlen.

Beispiel:
Fiir n = 341 gilt 234 mod 341 = 1,
aber 341 = 11 - 31 ist keine Primzahl.

Fermatsche Pseudo-Primzahlen, bei denen fiir alle Zahlen a aus
{2,3,...,n— 1}, die teilerfremd zu n sind, a"~! = 1 mod n gilt,
nennt man Carmichael-Zahlen.

Es gibt unendlich viele Carmichael-Zahlen, die kleinsten sind:
3.-11-17= 561 5.17-29 = 2465

5.13-17 = 1105 7-13-31= 2821
7-13-19= 1729 7-23-41 = 6601
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Primzahltest

Fiir ein beliebiges n € N sei Zj, definiert als:
Ln-={a€Zn|ggT(a,n) =1}

Aus der Algebra wissen wir, dass es zu jeder Restklasse [a], mit
ggT(a,n) =1in Z, ein multiplikatives Inverses gibt, weil
[n] = [0]» gil:

ggT(a,n)=1 <= [uln-[a]ln+[v]n-[n]n=[1]n
= [u],-[a]ln =[1]s
Also gilt: Z}, ={a € Z, | 3b€ Z, : a- b mod n = 1} ist die Menge
der invertierbaren Elemente von Z,,.

Aus der Algebra wissen wir, dass Z, eine Gruppe ist, falls n eine
Primzahl ist. Also gibt es fiir jedes Element aus Z, — {0} ein
inverses Element, und daher gilt: Z} = {1,2,3,...,n— 1}
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Primzahltest

Sei P={acZ|a"! =1mod n} die Menge der Pseudo-
Primzahlbasen. Der Primzahltest nach Fermat liefert ggf. ein
falsches Ergebnis, wenn ein a aus P gewahlt wird.

Wir zeigen: Sei n zusammengesetzt und keine Carmichael-Zahl.
Dann ist P eine echte Untergruppe von Zj.

@ abgeschlossen: a,b € P = ab € P, denn:

o (ab)" 1 =a""1p"~1 und

o (" *modn)(b" tmodn)=1-1modn=1
@ neutrales Element: 1 € P, denn 1”1 =1 mod n

@ inverses Element zu a € P ist 3”2 mod n, denn
9 a-a"2=23"1=1mod nund
0 a"2¢c P, da(a" )" =(a""1)""2=1modn
@ Da n keine Carmichael-Zahl ist, gilt a”~! mod n # 1 fiir ein
ae{2,3,...,n—1} mit ggT(a,n) = 1. Also ist a € Z}, und
a¢ P, also gilt: P # Z,

Effiziente Algorithmen Randomisierte Algorithmen :: Primzahltest 1113 / 1138



Primzahltest

Satz von Lagrange: Die Machtigkeit jeder Untergruppe einer
endlichen Gruppe teilt deren Michtigkeit. — |P| < £|Z;]

Fehlerwahrscheinlichkeit:

@ Ist die zu testende Zahl eine Primzahl, so ist die Ausgabe
immer korrekt.

@ st n zusammengesetzt, aber keine Carmichael-Zahl, so ist die
Fehlerwahrscheinlichkeit nach obiger Bemerkung in einer
Runde kleiner als % denn:

{2,3,....,n =1} = |Zs] = 2-|P|

Nach k Runden, in denen die Zahlen a unabhingig
voneinander gezogen werden, ist die Fehlerwahrscheinlichkeit
also kleiner als zik
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Ist n eine Carmichael-Zahl, so liefert der Primzahltest nur dann ein
korrektes Ergebnis, wenn ein Teiler von n gefunden wird.

Eine Carmichael-Zahl ist das Produkt von mindestens drei
Primzahlen. Sei n = p - g - r, dann sind die Zahlen

1p7 2p7 3p7 SRR (qr—l)p
l-q, 2-q, 3-9, ..., (pr—1)-q
1-r, 2-r, 3-r, ..., (pg—1)-r

nicht teilerfremd zu n und kommen als Zeuge fiir ggT(a,n) # 1 in
Frage. Leider ist die Anzahl dieser Zeugen sehr klein:

n=3-11-17=561 — 268/561 =0,4777...
n=5-29.73 =10585 — 2624/10585 = 0,2478...
n=41-61-101 =252601 — 12800/252601 = 0,0506...
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Aus der Algebra kennen wir die Eulersche Phi-Funktion:
p(n):={1<a<n|ggT(a,n) =1}

Zur Erinnerung: Fiir eine Primzahl p und ein k € N gilt:
o Es gibt p¥ — 1 viele Zahlen in {1,2,3,..., p* — 1}.

@ Davon sind p¥~1 — 1 viele Zahlen nicht teilerfremd zu p*,
namlich die Zahlen 1-p, 2-p, 3-p, 4-p,..., (Pt —1)-p.
Also gilt:
p(p) = (P =1)— (1 -1
— pk_pkt
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AuBerdem gilt fiir zwei teilerfremde Zahlen p,q € N:

e(p-q) = ¢(p) - »(q)

Falls p und g Primzahlen sind, sind die Elemente in den Mengen

{1-p,2-p, ....,(q—1)-p}und{l-q, 2-q, ...,(p—1)-q}
paarweise verschieden, denn es gilt:

@ Ausx-p=y-gmitx<qg—1undy <p—1folgt p= %2

@ Die Zahl x kann g nicht teilen, da g eine Primzahl ist. Also
miisste x die Zahl y teilen, aber dann ware p keine Primzahl.

Also gilt:

ep-q) = (pa—1)—((p—1)+(q—1))
pg—p—q+1
= (P=1)-(g—1)=w(p) - »(q)
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Betrachten wir folgende Tabelle

1 2 p—1
p p+1 p+2 2p—1
Xp xp+1 xp+ 2 oo (x+1)p—-1
(=1)p (¢g-1)p+1 (¢9-1)p+2 ... gp-—1

fiir den Fall, dass p oder g keine Primzahl ist.

@ In jeder Zeile gilt: Die Zahlen xp + r und p haben genau dann
einen gemeinsamen Teiler, wenn r und p einen gemeinsamen
Teiler haben, wobei 0 < r < p—1 ist.

@ Die zu pq teilerfremden Zahlen miissen also in diesen ¢(p)
Spalten sein, da diese Zahlen zu p und zu g teilerfremd sein

mussen.
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Betrachten wir eine solche Spalte, in der r teilerfremd zu p ist:
r, p+r7 2p+r1 3p+l’,..., (q—l)p—l—r

Eine solche Spalte ist ein vollstdndiges Restesystem modulo g

{[r]q, [p+rlg: 2P+ rlgs---s [(g— 1)P+r]q} = ZLq,
denn fiir Faktoren x, y gilt:

e xpt+r=yp+rmodq < (x—y)p=0modgqg
@ Also muss x = y gelten, denn x,y < q und ggT(p,q) = 1.

Von diesen Zahlen {0,1,2,...,q — 1} sind genau ¢(q) viele
teilerfremd zu q.

— Zu ¢(p) vielen Spalten mit teilerfremden Zahlen zu p gibt es
je ©(q) viele Zeilen mit Zahlen teilerfremd zu g, also sind
©(p) - p(q) viele Zahlen teilerfremd zu pgq.
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Mit diesem Wissen kdnnen wir zeigen, dass fiir beliebige n € N mit
Primfaktorzerlegung

_ L8 e ex
n=pi'-py’-...p;

gilt:

Wenden wir dies auf den Primzahltest bei Carmichael-Zahlen an:
Es gibt n — 2 viele Zahlen in {2,3,...,n— 1}, davon sind
hochstens p(n) — 1 Zeugen, also ist die Fehlerwahrscheinlichkeit:

so(nn)_—zl N sO(nn) -] (1 _ 1)

p
p: pln
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Damit erhalten wir z.B. fiir den Wert
n = 651693055693681 = 72931 - 87517 - 102103

als Fehlerwahrscheinlichkeit den Wert

1 1 1
1—— ) (1-—— ) (1o ) =
( 72931) ( 87517> ( 102103) 0, 999965

Laufzeit: Bitkomplexitit ist O(k - log3(n))

Wie kann die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir Carmichael-Zahlen
verringert werden?
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Miller/Rabin: Wir schreiben den Satz von Fermat ein wenig um,
und stellen fest, dass fiir eine Primzahl n gilt:

A" l1=1modn < 2" 1 —-1=0modn

Wir wenden nun die dritte binomische Formel an, und erhalten:

1ol = (a%lel)-(anT_l—l)
- (a”%l+1)-<a”%l 1)-<a"%1—1)
- (a%l—i-l)'(an%l 1)'(3"%#1)-(3”%_1)

Dies setzen wir fort, solange "2]1 eine ganze Zahl ist, also bis

n—1=2k.m fiir ein ungerades m gilt.
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Die Zahl n kann nur dann eine Primzahl sein, wenn n einen dieser
Faktoren teilt, also:

n—1

n|<an51+1) oder n|(anT_1+1) odern|(38 —|—1)

) n—1 n—
oder n| (aT" + 1) oder n | (3271 - 1)

Das ist dquivalent zu

n—1 n—1
a2 =—1modn oder a4 =—-1modn
n—1
oder a8 =—1modn
n—1
oder a2k = —-1modn
n—1

oder a2k =41 modn
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Der Miller/Rabin-Test berechnet modulo n die Folge

k—1
(@™, a%m a*m .. 8% M a

2km)

mit 2m = n — 1. Jedes Element der Folge ist also das Quadrat
seines Vorgangers.

Ist n eine Primzahl, dann gilt 22m = 371 =1 mod n, also hat die
vom Miller/Rabin-Test berechnete Folge die Form

(am, a®™ %™ . a7 ™ 1)

Wenn n eine Primzahl ist, dann ist der Restklassenring (Z, +, -)
ein Korper und jede quadratische Gleichung x?> = 1 mod n hat
genau 2 Loésungen x =1 und x = —1.

Existiert eine weitere Losung, dann kann n keine Primzahl sein.
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Das eine quadratische Gleichung im Restklassenring nur zwei
Lésungen hat, kann man auch wie folgt sehen:

x2=1mod n

<~ x>-1=0modn

— n|x*-1

<~ n|(x—-1)(x+1)

<= n|(x—1)odern|(x+1)

< (x—1)=0oder (x+1)=0modn
<= x=1mod noder x=—1mod n

Also ist der Vorganger einer 1 in der Folge immer eine 1 oder eine
—1, und daher hat die Folge eine der zwei folgenden Formen:

(2,2,...,2,-1,1,1,...,1) oder (1,1,...,1)
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Miller/Rabin:

Eingabe: n € N
schreibe n — 1 = 2K . m, wobei m ungerade ist
wahle a € {2,3,...,n— 1} zufillig
b:=a" modn
if bmodn=1
then return: n is prime
for i := 0 to k do
if bmod n=—1
then return: n is prime
else b := b*> mod n
return: n is not prime

Beginnt die berechnete Folge nicht mit einer 1 und enthalt die
Folge keine —1, dann kann n keine Primzahl sein.
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Allerdings: Es gibt zusammengesetzte Zahlen, bei denen die Folgen
fiir ein a obige Form haben, sogenannte starke Pseudo-Primzahlen.

Beispiel: Fir n =11 - 31 = 341 existieren nach dem Chinesischen
Restsatz vier Wurzeln aus 1 in Zs3a1:

12 = 1 mod 341 322 = 1 mod 341
(—1)2 = 3402 = 1 mod 341 3092 = 1 mod 341

AuBerdem ist n — 1 = 340 = 22 - 85 und es gilt bspw.

2085 mod n = —1 3085 mod n= —1 46%° mod n = —1
5485 mod n = —1 61%° mod n = —1 85%° mod n = —1

oder

485 mod n=1 168° mod n =1 478 mod n =1
6485 mod n=1 708 mod n=1 785 mod n=1

Daher wird n fiir diese a félschlich als Primzahl erkannt.
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Fehlerwahrscheinlichkeit: Wir werden zeigen, dass die Anzahl der

Pseudo-Zeugen hochstens ”51 betragt.

@ Betrachten wir zunachst den Fall, dass es ein a € Z}, gibt, so
dass a"! # 1 mod n gilt. Also: n ist keine Carmichael-Zahl.

Genau wie beim Fermattest ist die Menge der Pseudo-Zeugen
P:={becZ| b"! =1mod n} eine echte Untergruppe von
Z},. Daher gilt |P| < 3|Z;| < 251,

@ Betrachten wir nun den Fall, dass a 1 mod n fiir alle
a € Z} gilt, also n eine Carmichael-Zahl ist.

n—1

Carmichael-Zahlen sind keine Primzahlpotenzen, daher
konnen wir n = n1 - np schreiben, wobei n1, n, ungerade und
relativ prim zueinander sind, also ggT (n1,n2) = 1. So kdnnen
wir n = pit - p5? - ... p¥ schreiben als n = ny - ny mit:
€ €,
np=ptound m=pP-...pr
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Auch fiir diesen Fall wollen wir eine Menge P von Pseudo-Zeugen
bestimmen, die eine echte Untergruppe von Z7 ist. Wir hatten
n—1=2k.m gewshlt, wobei m ungerade war.

Betrachten wir das maximale j mit 0 < j < k, so dass ein v € Z

existiert mit vZ™ = —1 mod n. Sei

P:={xeZ;| x2™ = 1+1 mod n}
P ist eine Untergruppe von Zj, denn:

@ abgeschlossen: a,b € P = ab € P, denn:
s (ab)?m = 22mp?m und
e (a2j’" mod n)(szm mod n) = +1-4+1 mod n=+1mod n
@ neutrales Element: 1 € P, denn 12m =1 mod n
@ inverses Element zu a € P ist a2j+1m_1, denn
o a-27"'m"1=2"'m = (2m2 =1 mod n und
o 22"'m1 e P denn (22m1)Zm = (32m)?"'m=1 = 41 mod n
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Noch zu zeigen: P enthélt alle Pseudo-Zeugen.

Die vom Miller/Rabin-Algorithmus erzeugte Folge

2m 22

k
(a™ mod n, a®™ mod n, a> ™ mod n, ..., a®> ™ mod n)

enthalt entweder nur Einsen, oder wegen der Maximalitdt von j
eine —1 nicht spater als an der j-ten Position.
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Bevor wir zeigen, dass P eine echte Untergruppe von Z}, ist,
schauen wir uns noch einige mathematische Zusammenhange an.

Satz:
w=vmodn = w*=vmodn

Beweis:
w = v mod n

= w=v+k-n
= w¥=(v+k-n)

= wX= <g> vX(kn)0 + <)1(> vx_l(kn)1 +...+ <X> vo(kn)X
X
L — —_———
=0 mod n =0 mod n
= w=vmodn
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Chinesischer Restsatz: Fiir teilerfremde Zahlen nq, ny sind x + k- n
mit k € Z und n = ny - ny die einzigen Lésungen fiir:

x =a; mod ng und x = a; mod ny

Beweis: Folgendes x wiirde obige Bedingungen erfiillen:

X=ay- mp-yr +ax- ni-y»
S—— S——

=1 mod m =0 mod m
=0 mod n» =1 mod n»

Diese Werte y; und y» existieren:
ggT(n,m) =1 < [m]-[ya] +[m] - 1] = [1]
o fiir die Restklasse modulo n; gilt [n1] = [0], also:
ggT(m,m) =1 < [m]-[n] =[1]
o fiir die Restklasse modulo ny gilt [n2] = [0], also:
88T (m,m) =1 < [m]-[y] = [1]
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Auch wenn der folgende Satz dem chinesischen Restsatz sehr
dhnelt, haben die Satze nichts miteinander zu tun.

Satz: Fir n=ny - ny mit ggT(ny, m) =1 gilt:
a=zmodn <= a=zmodn und a=zmodny

Beweis:

=- Die Hinrichtung ist einfach zu sehen:

a=zmodn
= a==z+k-n

= a=z+k-n-m
= a=2z+(k-m)-n und a=z+(k-n1)-n
= a=zmodn und a=zmodny
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< Fiir die Riickrichtung bendtigt man mehr Phantasie. Aus
a=z+ki-n und a=z+ ky-no

folgt:
kl N = k2 cNo

oder anders ausgedriickt:

ko - ky -
ki = 2 und ky = 1 m
n n

Da n; und ny teilerfremd sind, gilt: ny teilt k> und ny teilt k.
Also gilt k1 = j1 - np und ko = j» - ny fiir zwei Zahlen j; und jo.
Und daher gilt:

a=z+j1-mny und a=2z+jo-mno
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Satz: Sei n > 2. Dann gibt es kein x, das folgende Kongruenzen
gleichzeitig erfiillt:

Xx=1modn und x=—-1modn

Beweis: Es gilt:

x=1modn = x=1+4+k-n

=—1lmodn = x=-14+/-n

Also miisste gelten:
1+k-n = —=141/-n
= 2 = (I—k)-n

Aber ein Vielfaches von n kann nicht gleich 2 sein!
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Noch zu zeigen: P ist eine echte Untergruppe von Zj,.

@ Wabhle ein v € Z] mit v?M = _1 mod n.
@ Dann gilt vZ?M = _1mod ny und vZ™ = —1 mod n.
@ Der Chinesische Restsatz besagt: Es gibt ein w, so dass gilt:

w=vmodn und w=1mod ny

Daher gilt w?m™ = _1 mod ni und w?™ =1 mod ny.
Dann gilt w2m % +1 mod n:

w2'm #Z1lmodn — w2'm # 1 mod n

w2m Z—1modn — w2m #% —1mod n

— w¢gP
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Noch zu zeigen: w € Zj,

@ Wir wissen aus der Algebra:

a=bmodn = ggT(a,n)=ggT(b,n)

o Da v eZ;ist, gilt ggT(v,n) =1, also auch ggT(v,m) =1,
denn wenn v keinen gemeinsamen Teiler mit n = ny - ny hat,

dann hat v auch keinen gemeinsamen Teiler mit n.

@ Also gilt:

w=vmodn = ggT(w,nm)=ggT(v,m)=1

und

w=1modn = ggT(w,m)=2ggT(1l,m)=1

— ggT(w,n1-n)=ggT(w,n)=1, also w € Z
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Die anfingliche Zerlegung von n — 1 in die Faktoren 2K - m
erhalten wir, indem wir fortgesetzt durch 2" dividieren:

@ n =465, also n — 1 =464
o 28 teilt 464 nicht

@ 27 teilt 464 nicht

o 2° teilt 464 nicht

@ 2° teilt 464 nicht

o 2% teilt 464 — m = 29

Laufzeit: O(log(n)) Operationen
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